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A Loésungen zu den Ubungsbeispielen

A.5 Eindimensionale Stabprobleme AS

© A.5.1 Stabbeispiel | ” H

(® Einteilung in Elemente
Das Stabsystem wird in zwei Elemente aufgeteilt. Dem Knoten 1 wird eine
Verschiebung u aufgeprigt, wihrend die Verschiebung von Knoten 3 Null ist.

k1 k2 Bild A.1. Elementeinteilung des Stabes

(® Steifigkeitsmatrizen
Die Steifigkeitsmatrizen der beiden Elemente stellen sich dar als:

(1084)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix und Verschiebungen
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix wird durch Uberlagerung der beiden Einzelstei-
figkeitsmatrizen gewonnen. Die Anteile von Matrix 1 (Matrix 2) sind durch
] ([1) gekennzeichnet.

Uy U2 u3
K1) |—F1) 0 Ju

o=\ 1ok | (k1) + [ho] | [—ko] |uz (1085)
0 (_k?] fk’z] us

Die Verschiebungen an den drei Knoten werden iiber die Gesamtsteifigkeits-
matrix A mit den &uBeren Kréften des Systems in Beziehung gesetzt. Diese
stellt die Gleichgewichtsbeziehung des Systems dar:
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k1 —k1 0 a Ry
—k1 | k14 ko | —ko ug | = | F (1086)
0 —ky | ko 0 Ry

In voranstehender Beziehung sind die bekannten Verschiebungen, ndmlich
w1 = u und uz = 0, schon eingesetzt worden. Als Unbekannte treten neben
der Verschiebung us noch die Reaktionskrifte ®F, und FFy auf. Aus der
zweiten Zeile von (1086) erhélt man:

F+Fku

—kyu+ (k1 +k =F=uy= 1087
18+ (k1 + ko) ug u2 [ ( )
Damit sind alle Knotenverschiebungen bekannt.
Auflagerkrifte
Die erste Zeile aus (1086) fiihrt auf die Kraft im linken Lager:
k1 k k
R _ 1R2 1
L =kiu—k = — F 1088
e TR P Ty ( )

Entsprechend die letzte Zeile aus (1086) auf die Kraft im rechten Auflager:

k1 k k
R 1k _ 2
Fs = —k = — — F 1089
S T T oS (1089)
Steifigkeit k2
Es wird verlangt, dal #F} verschwindet. Aus (1088) erhilt man:
kike k1 F
— F=0=k=— 1090
k1 + ko Y k1 + ko 2 U ( )

Die Reaktionskraft im linken Auflager verschwindet also, wenn die Steifigkeit
des Stabes 2 zu F'/u angenommen wird oder wenn die Belastung F' als u ko
aufgeprigt wird.

A.5.2 Stabbeispiel Il

Es wird die Vorschrift abgeleitet, die eine Umrechnung der Volumenkraft
pgV in die Knotenkréifte ermdglicht. Damit werden die Verformungen und
die Spannungen im Stab, der im Bild A.2 dargestellt ist, berechnet. Mit Hil-
fe des Programmes ,,FEM_CAS“ werden diese Groflen fiir 4 und 8 Elemente
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A.5 Eindimensionale Stabprobleme 7

ermittelt. Der Fehler in den Maximalspannungen wird in einem doppelt lo-
garithmischen System dargestellt.

1] Tl

® [2] T

@ Bild A.2. Einteilung des Stabes unter Eigenge-
2] wicht in ein bzw. zwei zweiknotige Stabelemente

Knotenkrifte fiir das zweiknotige Element

Das Funktional des Stabes nach (255) auf der S. 98 wird um den Term
— fv pgudV erweitert. Er beschreibt die Volumenkrifte des Stabes, dabei
ist p die Dichte und g eine translatorische Beschleunigung. Dieser Integral-
ausdruck wird mit Hilfe der Formfunktion N nach (258) diskretisiert:

/pgude/pgﬁTﬁdeﬁT/ pgNdV (1091)
v v v

Fy

Der Vektor ﬁg enthélt die beiden Knotenkrifte, die aus der Volumenkraft
des Stabelementes hervorgehen:

x
. S . 1 1] 1 F;
Fg:/pgNdVZAPQ/ — dIZApg§ — | =
4 01 1-= 1 F;
l J
(1092)

In der voranstehenden Beziehung wird vorausgesetzt, dafi die Querschnitts-
fliche A, die Dichte p und die Beschleunigung g im Element konstant sind.
Das Ergebnis zeigt, dafl die Gesamtkraft im Element Al p g je zur Hilfte auf
die Knoten aufgeteilt wird.

Verformungen und Auflagerreaktion fiir ein zweiknotiges Element
Fiir ein Element, wie in Bild A.2 dargestellt, ergibt sich folgende Beziehung:

AFE 1 ‘ -1 U1 l 1 RFl

(1093)

! —1‘1 Uz 1 0
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Mit u;=0 erhilt man aus der zweiten Zeile aus (1093):

1p912 B E 1
[ . = == 1094
2o E U2 u2p912 5 ( )

U2

Die Auflagerreaktion am Knoten 1 ergibt sich aus der ersten Zeile zu:

A 2 l
R
i =——us—Apg==——-"S— —Apg==—A 1
1 U2 = Apgy Y PIy Pyl (1095)
Maximalspannungen fiir ein zweiknotiges Element
Mit Hilfe der Formfunktion nach (258) und des Hooke’schen Gesetzes
o = Edu/dx 1d8t sich die Spannung im Stab berechnen als:

=5 =E [(1- ) wt Fu] =B (~jut ) =

UJ‘ — U4
l
(1096)

Durch Einsetzen der Knotenverformungen nach (1094) erhélt man die Span-
nung im Element. Sie ist im ganzen Element konstant:

:%pgl ; a:%:% (1097)
Die exakte Spannung nach (254) auf der S. 98 g., = pg(l — ) ist iiber die
Stablédnge linear verteilt. Das Maximum ¢ = 1 tritt bei x = 0 auf. Somit liegt
ein Fehler!' von 50 % vor.

In Bild A.3 ist dieser Fehler fiir eine unterschiedliche Elementanzahl in einem
doppelt logarithmischen System dargestellt. Die Elementanzahl ist beginnend
mit einem Element sukzessive auf zwei, vier und acht Elemente erhoht wor-
den. Der Fehler nimmt dann auf 25 %, 12,5 %, und 6,25 % ab. Daraus ergibt
sich im doppelt logarithmischen System eine Fehlergerade.

E 1pgl?
oo B plry

12" 71 2E

Zwei zweiknotige Elemente
Der Stab wird, wie in der rechten Hilfte von Bild A.2 auf der S. 7 darge-
stellt, in zwei zweiknotige Elemente eingeteilt. Daraus ergeben sich folgende
Elementsteifigkeitsmatrizen:

'Der Fehler ist definiert als: |(0ex — 0rEar)/oes| - 100.
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Anz. Elem.  Grpau(z=0) Fehler

1/2 50 %
2 3/4 25 %
1 7/8 12,5 %
15/16 625 %

30

0)( -100

20

b TL 19
10 l AL

Gex—0rEM(T=
a

Bild A.3. Die Fehlergerade stellt

sich dar als: E = 50n~1, wobei n
die Anzahl Elemente ist. Will man

L 2 4 8 einen Fehler von 1 % erzielen, so sind
Anzahl Elemente dafiir 50 Elemente notwendig
2ap | 1 -1
K, =K, = ; (1098)
-1 ‘ 1

Fiir die Knotenkréfte der Elemente gilt nach (1092):

L 11
1

Der Gesamtbelastungsvektor ﬁg = F) + F, wird wie folgt gebildet:

1 0 1

. | | |

Fg=Apg | 1 | +Apg | 1 | =Apg |2 (1100)
0 1 1

Mit Hilfe der Gesamtsteifigkeitsmatrix ergibt sich folgendes Gleichungssystem
zur Bestimmung der Verschiebungen:

1 -1 0 U1 1 RFl

2AF l

— | -t 2|1 ug | = Apgz 21+ 0 (1101)
0 |-1]1 U3 1 0

Bedingt durch die Einspannung am Knoten 1 ist die Verschiebung u; = 0
bekannt. Es kann daher die erste Zeile und Spalte aus dem voranstehenden
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Gleichungssystem gestrichen werden. Zur Bestimmung der unbekannten Ver-
schiebungen us und ug ergibt sich:

2AF 2 | -1 U2 1] 2
l =Arag |
-1 1 us 1
2 | -1 || u Lpgi2 | 2

Gl L (1102)
11 us 8 E |4

Das voranstehende Gleichungssystem K U = Fg 1&8¢t sich durch Inversion
~—1Z=

von K 16sen als: u = K, Fy

w1 |1 g [ 2] 1pgr |8

us 2-1 1‘2 8 E |4 8 4

U 1| 3

2| _1]1° (1103)
Us 8 4

Aus den Knotenverschiebungen nach (1103) lassen sich mit Hilfe der Form-
funktionen des Elementes nach (258) auf der S. 100 die Verschiebungen u im
Element i beschreiben. Fiir Element 1 ergibt sich mit z; = z und {, = 1/2:

L

by =NT g = { J—
E |3

L

a1 ] 1pgl? | O
8

3pgl?xzy 3pgl?az l
_°2 S <zr< - 1104
S E L 1B 1 ‘wUsTsy (1104)
Analog fiir Element 2 mit zo = — [ und Iy = 1/2:
- Lpgl? | 3
2:]\7T2*:{1_9C_2 %]_ e
! ! L% |8 E |,
_Lpgl (g m Ll (1+7) fir b < x <1 (1105)
8 E lo) 4 E l 2 7T

In Bild (A.4) sind die normierten Verschiebungen iiber der Stablénge fiir die
exakte Losung nach (253) auf der S. 98 und die fiir ein sowie zwei Stabele-
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mente angefiihrt. Die analytische Losung zeigt einen degressiven Verlauf iiber
die Stablinge. Die FE-Losung weist an den Knoten keinen Fehler auf, weicht
aber im Element von der exakten Losung ab, da im Element die Verschiebung
linear verteilt ist.

2 1 Fra—
exakte Losung C}aklc Lésung
3 T 2 Elemente
—~ 3 = 3
Q, 8 7 - S T N
> 74 L = i
> e o N ! 1 Element
= 1 % - S 1 : /
m 4 ’ yd < 3 T
S S T . S :
3 o
[ N 9 ‘II ) i
I3 3 2L 1 Element ~ i b I R U
2 Elemente
0£ 0
L 1 3 1 1 3
0 Y Y 3 ! 0 Y 1 3 I
Stablingsachse x Stablidngsachse x

Bild A.4. Vergleich der Verschiebungen und Spannungen zwischen der exakten und der
FE-Losung

Die Spannungen werden ebenfalls elementweise berechnet. Aus den Verschie-
bungen nach (1104) bzw. (1105) werden die Dehnungen & = d “u/dx ermittelt.
Mit dem Hooke’schen Gesetz ‘o = = E gewinnt man die Spannungen des Ele-
mentes . Fiir Element 1 erhélt man:

d (3pgl?x 3pgl 3 _ o 3
L = — — — = —— L = — <L = — = — 11
c dx<4 F 1) 1im 07190 ;  (106)

Analog fiir Element 2:

d (1pgl? x 1pgl 1 _ o 1

2 e — — — = - — 2 — — .2 = — = —

E_dx<4E 17 1B 0TIl e 4
(1107)

In der rechten Hilfte von Bild A.4 sind die Spannungsverliufe der exakten
Losung nach (255) auf der S. 98 und die der Loésung mit einem bzw. zwei
Elementen gegeniibergestellt. Die Spannung ist im Element konstant, so dafl
der Verlauf bei einem Element den bezogenen Wert & = 1/2 aufweist. Bei
zwei Elementen tritt bei @ = [/2 eine Unstetigkeit auf. Der Wert fiir & springt
von 3/4 auf 1/4.

A.5.3 Stabbeispiel 11
In den Ausdruck nach (1092) wird die Formfunktion fiir das dreiknotige Ele-
ment nach (334) auf der S. 121 eingesetzt. Daraus erhilt man mit & = x/1:

o]




12 A. Losungen zu den Ubungsbeispielen

2

€T x

1-324+2 (2
L@

= X x

Fg:pg/ 1z0-3  |d :% (1108)

0 -

x x
(1422 1

ir2y)

Das dreiknotige Element besitzt nach (337) auf der S. 122 folgende Steifig-
keitsmatrix:

7T =8| 1
AFE
K= 37 -8 |16 | -8 (1109)
1 | -8 7

pAE
J ) Bild A.5. Einteilung des Stabes unter Eigengewicht in
3] ein dreiknotiges Element

Die Einteilung des Stabes nach Bild A.5 in ein dreiknotiges Element fithrt un-
ter Beachtung der Randbedingungen u; = 0 auf folgendes Gleichungssystem
zur Bestimmung der Knotenverschiebungen uo und wus:

31 —8‘ 7 us 6 1
16 ‘ 8 || u 1oal2 | 4
: :—p%l - (1110)
—8‘ 7 us 2 1

Durch Inversion der Koeffizientenmatrix im voranstehenden linearen Glei-
chungssystem lassen sich die Verformungen berechnen:
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2 :lpgl2 1 7‘ 8 4 :&12 i (1111)
2 F 7-16-8-8 8‘16 1 8E | 4

u3

Die Verschiebungen im Element und damit im Stab lassen sich iiber die Form-
funktionen des dreiknotigen Stabelementes beschreiben:

w= [1_3§+2(;ﬂu1+4§(l_§)u2+§(2§_1)u3

:p%ﬂ {4§(1—§)§+§(2§—1)ﬂ:%g(l_g)x (1112)

Die Losung stimmt mit der exakten Verschiebung nach (253) auf der S. 98
iiberein.

Spannungen
Die Spannungen lassen sich aus (1112) mit Hilfe des Hooke’schen Gesetzes
o = Edu/dx gewinnen.

o= (221 5)3) =pat— =t 1)
1_x (1113)

Die Spannung hat ihr Maximum an der Einspannung bei x = 0 und nimmt
zum Ende hin linear ab. Sie stimmt mit der exakten Spannung iiberein.

© A.5.4 Stabbeispiel 1V

L6ésung mit einem Element
Fiir den Fall, daf§ der Hydraulikzylinder durch einen Stab mit der mittleren
Querschnittsfliche A dargestellt werden soll, ergibt sich folgende Gleichung:

AE | 1 ‘ -1 u R
G (1114)
lotln | 4 ‘ 1 us 7|
Daraus erhélt man mit u; = 0 die Beziehung fiir die Steifigkeit:
F AE
g L AE (1115)

U2 o lo + 1

117 H
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Losung mit zwei Elementen
Das Element 1 gibt die Olsiule wieder und das Element 2 die Kolbenstange:

A E, 1‘—1 A E 1‘—1
= DKy = (1116)
e | 1 ‘ 1
Durch die Uberlagerung dieser beiden Steifigkeitsmatrizen und unter Beriick-
sichtigung der Randbedingung u; = 0 erhélt man folgendes Gleichungssystem
zur Bestimmung der beiden Verschiebungen ws, us:

1+ M -1 0
AfE Ay Bl L [ (1117)
: -1 ‘ 1 us |F]
Die Verschiebungen lauten:
|F| 1o lo I
= . = |F 1118
up = s us = PN o+ (1118)
Damit erhélt man die Steifigkeit k;; bei zwei Elementen:
F A ALEE,
I i (1119)

us A B .+ AWEL

Die mittlere Querschnittsfliiche A wird durch Gleichsetzen der Steifigkeiten
kr = krr gewonnen:

AE A ALEE,

= 1120
lo + lk AoEolk + AkE lo ( )
Umstellen nach A fiihrt auf die gesuchte mittlere Querschnittsflsiche:
- lo+1
A=A, AE, R (1121)

A, E .+ AL E L,

© A.5.5 Stabbeispiel V

Ableitung der Ersatzkrafte aus der Anfangsdehnung ¢g
Die Anfangsdehnung ¢p wird der Dehnung ¢, iiberlagert, die aus einer dufle-
ren Belastung entsteht:

117
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e=¢csteo=u = e,=c—co=u —¢ep (1122)

Mit dem Hooke’schen Gesetz erhilt man die Spannungen als :

oc=c,E=FE(e—e9)=E @ —&p) (1123)
Setzt man diese beiden Grofien e, und o in das Funktional nach (255) ein,
so erhilt man mit uF = @’ F:

1 a1 / 2 T 13
M=- | oe,dV—-u'F=- | E(W—¢y) dV—-u F
2 v 2 v
1 1 _,
— _/ Eu?dV + —/ Eang—/ Eu'sqdV —a'F (1124)
2 v 2 J)v v
————

I,

Die Ableitung der Verschiebung v’ = du/dx 148t sich nach (259) auf der S.101
schreiben als:

Ujg o
] =BT (1125)
Einsetzen in (1124) fithrt auf:

1 L B .
M= 5/ EBTaBTaav +11,, —/ EBT GeodV — @' F
14 1%
1 L B B
= i / EBBTAV i+ 1., — " / EBeodv —i" F
14 14
K 7,

]. — —
= Ea'T@H ., — i Fy— i’ F (1126)

Fiir die GroBe 11, gilt: II., # I, (@). Damit verschwindet die Variation von
II,, (6IL;, = 0). Somit fithrt die Variation 6 II (s. Gl. (396) auf der S.149) auf
folgenden Ausdruck:

Ki=F+F, (1127)

Aus der Anfangsdehnung ¢( entsteht der Kraftvektor Fy.
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® Beschreibung der Ersatzkraft Fy
In Bild A.6 ist ein Element dargestellt, das an seinen Knoten jeweils eine
Temperatur T; bzw. T aufweist. Die Temperaturverteilung im Element wird
iiber die lineare Formfunktion nach (258) auf der S. 100 beschrieben:

Uu; T.i, A E.a T, u; ¥ Bild A.6. Stabelement mit den Tem-

peraturen T; und T}

T@)=(1-7) T+

x
l
Die Anfangsdehnung ¢ ergibt sich daraus mit Hilfe des Warmeausdehnungs-
koeffizienten « zu:

T; (1128)

X

50<x>=aT<x>=a{ (1-5)7+!

T; } (1129)
Durch Einsetzen von (1129) in (1126) erhélt man unter der Voraussetzung,

dafl der Querschnitt A, der E-Modul F und der Warmeausdehnungskoeffizi-
ent o konstant im Element sind:

ﬁO:AEa/lB{ (1—%)Ti+£Tj }da:

0 l

AFa | —1 ! T+T; | —1
:—04 /|:(].—E)TZ-I-ETJ:|d33:AE'04g —

L O R l l 2 1
(1130)

(® Losung des Beispiels
Die Steifigkeitsmatrix fiir die beiden Elemente lautet:

(1131)

Daraus ergibt sich die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, zu:
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1 —1]0
K,=2— | -1 2 | -1 (1132)

0 |-1]1

Die Belastung besteht aus der Kraft F' am Knoten 2, sowie der thermischen
Last, die jeweils fiir die beiden Elemente nach (1130) wie folgt berechnet
werden:

. T +Ty | —1 . To+Ty | —1
Iy = AEa 1; 2 | 70| 2 Ape2 T T (1133)

1 2 1

Durch Uberlagerung von 1ﬁ0 und 2ﬁ0 erhilt man den Gesamtvektor ﬁo =

-1 0 T -1
B} T AT, | T+ Ty | e
Fo,=aAp=22 | 1 vaap2 20 | 2%up| 1o
0 1 Ty +T5
(1134)

Damit ergibt sich die Beziehung K i = F+ ﬁog Zu:

1 -1]0 0 REy -1 =T

AFE a
20| -1 2 | -1 u | =| F -%gAE Ty — T
0| -1 1 0 Rp, Ty + T3

(1135)

Die Gleichung zur Bestimmung von wug erhélt man aus der zweiten Zeile
von (1135):

_ FlI

 4AFE
Die Auflagerreaktionen lassen sich aus (1135) berechnen, indem die ermittelte
Verschiebung dort eingesetzt wird. Aus der ersten Zeile von (1135) erhélt

AE
47ﬂQ=F+%ﬂﬂﬂ—%)$ us +%uﬂ—n) (1136)
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man:
AE [ Fl @ @
R — —_ _ p— J— p—
FL = -2 i 4AE+81(T1 Tg) +2AE(T1+T2)
F
=5+ %AE(Tl 2Ty + Ty)
(1137)
Aus der dritten Zeile ergibt sich:
AE [ Fl @ @
R — —_ _ p— J— —_— —
Fy = —2 i 4AE+81(T1 Tg) 2AE(T2+T3)
F
= L CAB(D 42T+ Ty) (1138)

2 4
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A.5 Zweidimensionale Stabprobleme

A.5.6 Stabbeispiel VI

Bild A.7. Beispiel zum zweidimen-
sionalen Stab

Einteilung in Elemente

Die beiden Stdbe werden jeweils in ein Element eingeteilt. Die Knoten- und
Elementnumerierung sowie die Orientierung der lokalen Koordinatensysteme
sind in Bild A.7 festgehalten. Tab. A.1 enthélt die Elementknotenzuordnung
und die Winkel, die die Lage der Elemente beschreiben:

Tabelle A.1. Elementknotenzuordnung und Winkel der Elemen-
te nach Bild A.7

FElement Knoten i Knoten j © sin ¢ cos ¢
1 1 2 225° —1V2 —1V2
2 2 3 135° Iv2  —1V2

Elementsteifigkeitsmatrizen

Die Steifigkeitsmatrizen werden zunéchst ohne konkrete Zahlenvorgaben auf-
gestellt. Die noch nicht festgelegten Grofien werden vor die Matrix gezogen
und mit k1 bzw. ko abgekiirzt.

|3 [-h|-]m
_1:@ R AR (1139)

S|z el 8 g e

=1 IERERE

A.5

13 |
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AEIEIRAL
_fsﬁ& 5| 35 | 3 |-3|®» (1140)
St g [
)
Die Zeilen und Spalten sind mit den Freiheitsgraden u;, v1, ... gekennzeich-

net, um sie spéter in die Gesamtsteifigkeitsmatrix einsteuern zu kénnen.

Gesamtsteifigkeitsmatrix

Die additive Uberlagerung der Elementsteifigkeitsmatrizen fithrt zu der nach-
folgenden Gesamtsteifigkeitsmatrix. Die Anteile von Elementsteifigkeitsma-
trix 1 und 2 sind wie folgt gekennzeichnet: |--- ] von Element 1 ; [---] von
Element 2.

[ k) | Lkl — k1] — k1] 0 0 Ju
[ k1] | K1 L —| k1] 0 0 1

—k1] | =lka] | [Fa] + Tho] | (k1] = [h2l | —[k2] | [k2] |ue
=lk] | =lka] | Lea) = [k2] | [Fa] + Tha] | [k2] | —Tk2] |02

>
I
|

0 0 —[ks] [k (ko] | —[k2] |us
L 0 0 [z | —[ka] [kl | Tk2] Jus
(1141)

Geometrische Randbedingungen

Die Knoten 1 und 3 sind fest eingespannt, so daf§ sie keine Verschiebung
ausfithren kénnen. Damit sind folgende Verschiebungen bekannt: w; = v =
us = v3 = 0. Unbekannt sind die Verschiebungen des Knotens 2, uo und vs.

Verformungen
Fiir die zahlenméflige Berechnung der Verformungen werden folgende Daten
vorgegeben: ky = 2; ko =1; F=—1/2
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(2 222 00 |[o]] Rﬁgl_
2 |2 |-2|-2,01]0 0 RF,,
1] —2|-2| 3|1 -1]1 Uy 0
20 9l 213 1 vy -3
00 |-1/1/]1]-1 0 RE,,
00 |1 L =11 |0 || R,

Es liegen sechs Gleichungen mit sechs Unbekannten us,vs, fFy, , BF,, , FF,

21

(1142)

T3

RF,, vor. Die Krifte F,, und fF,, stellen sich als Auflagerreaktionen dar.
Zunéchst werden die unbekannten Verformungen us,vo ermittelt, indem ein
Untergleichungssystem betrachtet wird. Dieses erhélt man durch Streichen
der Zeilen und Spalten in der Gesamtsteifigkeitsmatrix, die eine geometrische

Randbedingung aufweisen. Es bleibt damit folgendes Gleichungssystem zur

Bestimmung der Verformungen {ibrig:

1
S (1143)

In Bild A.8 sind die Verformungen des Systems dargestellt, wobei die un-
verformte Struktur strichpunktiert ist. Der Knoten 2 verschiebt sich um den
Vektor 4 in seine verformte Lage. Die unsymmetrische Verformung ist auf die
unterschiedlichen Werte k1 # ko zuriickzufiithren.

(® SchnittgroBen
Die Schnittgrofien gewinnt man aus dem Produkt Einzelsteifigkeitsmatrix x
Verformungsvektor (K; ‘i = F):

SchnittgréBen

Bild A.8. Verformungen
und Schnittgrofien der
Stébe
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K, - Einzelsteifigkeitsmatrix
i - Verformungsvektor des Elementes i
iF - Schnittgrofen! des Elementes i

K, 'i="F
1|1 |-1|-1 0 : Fy,
1 1
11 —1|-1 O | | i | | P (1140
1 1 1
~1 -1, 1 |1 1 —4 Fy,
S S O N R B S B
KQ 2,&::213
[ 1 1 I N [ 1] i |
3 | 7373 3 5 1 Fa,
1 1 1 1 3 1 2
2| 3 | 3 |72 o 2 O e O O (1145)
1 1 1 1 1 2
“2 3 | 3|2 0 —1 Fag
1 1 1 1 1 2
L2 72z 2 JL O] L] LT

(® Auflagerreaktionen
Die Auflagerreaktionen lassen sich auf zweierlei Weise berechnen:

Aus der Kraftrandbedingung ergibt sich, dafl die &ufleren Krafte mit den
Schnittgrofen im Gleichgewicht stehen miissen (s. (278) auf der S. 105).
Betrachtet man die z-Richtung des Knotens 1, so ergibt sich:
Bp, =1F,, =1/4.

Aus (1142) konnen die Auflagerreaktionen berechnet werden. In dieser Be-
ziehung stehen die unbekannten Auflagerreaktionen auf der rechten Seite.
Man berechnet sie, indem man die Gesamtsteifigkeitsmatrix mit dem Ver-
formungsvektor multipliziert. Als Beispiel sei hier die Reaktionskraft #F,
angefiihrt. Sie ergibt sich aus (1142) aus dem Produkt der ersten Zeile der
Gesamtsteifigkeitsmatrix mit dem Verformungsvektor:

1

‘B, ; - Schnittkraft in z-Richtung des Elementes 7 am Knoten j
‘E, ; - Schnittkraft in y-Richtung des Elementes i am Knoten j.
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1
5{22—2—200} =

(1146)

© A.5.7 Stabbeispiel VII

Die Stabstruktur ist symmetrisch zur y-Achse bzgl. Geometrie, Belastung,
Material und geometrischer Randbedingungen. Daher wird nur eine Hilfte
in zwei Stabelemente eingeteilt. Dazu miissen die Querschnittsfliiche von Ele-
ment 1 und die Belastung halbiert werden. In der Tab. A.2 sind die Element-
knotenzuordnung sowie die wesentlichen Daten fiir die Rechnung aufgefiihrt.

Tabelle A.2. Elementknotenzuordnung und Geometriedaten

Elem.-Nr. Knoten A E [ ¢ sin(p) cos(p)

1 1 2 1 1 1 90° 1

0
2 2 3 2 1 V2 —45° -1v2 LV2

N

Bild A.9. Einteilung der Stabstruktur in Elemente unter Ausnut-
zung der Symmetrie

(> Steifigkeitsmatrizen

Die beiden Steifigkeitsmatrizen werden nach (348) auf der S. 125 berechnet:

13 |
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U V1 U2 V2 U2 V2 us U3
0 0 0 0 |up 1 -1 -1 1 |us
1
Kl — 0 1 0 -1 U1 : KQ — ﬁ -1 1 1 -1 U2
0 0 0 0 |us -1 1 1 —1 |u3
0]l —-11]0 1 Jus 1 -1 | -1 1 Jws
(1147)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
In (1148) sind die beiden Steifigkeitsmatrizen zur Gesamtsteifigkeitsmatrix

iiberlagert. Die Anteile |---| kommen von Element 1. Die Anteile [---] von
Element 2.

Uy U1 U2 Vo us3 U3

0] | (0] 0] 0] 0 0w

o | 1] 0] [—1] 0 0 |u

K, =100 ] [0] [ 10J+T5v2] | [0]-[5v2] | [=5v2] | [5V2] |uz

0] | =) | (o) = T3v2] | (1) +T3v2] | [3V2] | [-3V2] |va

0] 0 —3V2] [3V2] [3V2] | [=3V2] |us

L0 | 0 [3V2] [—3v2] | [-3v2] | [3V2] lus

(1148)

(® Geometrische Randbedingungen und Verformungen
Die Struktur hat nur einen unbekannten Freiheitsgrad, ndmlich vy. Daher
werden aus der Gesamtsteifigkeitsmatrix K, alle Zeilen und Spalten bis auf

die von vo gestrichen:

1 2
1+3v2 242

—0,586  (1149)

1
(1—1—5\/5) vg=—1=wvy=—



A.5 Zweidimensionale Stabprobleme

SchnittgréBen
Die SchnittgroBen ergeben sich aus dem Produkt der Steifigkeitsmatrix K,

des Elementes i mit den Verformungen ‘@ des Elementes i:

0/ 00| o0
0l 10 -1
0/ 01]0] 0
0 -10] 1 ||~
1| —1]-1]1
1 11| 1]-1
5 V2
11| 1]-1
1| =111

Auflagerreaktionen

0
0
0 p—
2
242
0
2
242
0
] 0

25

0 r q
2 Fay
2+1/2 F
V2 21 (1150)
0 F.,
2 1F
o+va | -7
2F$2
1 -1 2Fy2
1 =+ \/§ _1 2Fa:3
- - L 2Fy3 -
(1151)

Die Auflagerreaktionen erhilt man aus K u = F.In dem Verformungsvektor
u tritt als Grofe, die ungleich Null ist, nur die Verschiebung ve auf. Daher
findet aus K, nach (1148) nur die Spalte vz Beriicksichtigung:

0
0 2 0 Rp.
2+V2
~1 . 0,586 ip,,
W) 2 | 1+v2 | | 0414 | | fF,
1+1y3 [ 2+V2 -1 -1 o
1
V2 _ —0,414 RE,.
: 14+v2 -
—3V2 | 1 | 0,414 Py, |
| 1+V2

(1152)
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A.5.8 Stabbeispiel VIII

Einteilung in Elemente
Das Problem ist symmetrisch zur z-Achse. Bild A.10 zeigt die Einteilung in
vier Elemente. Die Elementknotenzuordnung ist in Tab. A.3 festgehalten.

T Bild A.10. Einteilung der Stabstruktur in Elemente
unter Ausnutzung der Symmetrie

Tabelle A.3. Elementknotenzuordnung und
Geometriedaten

Elem.-Nr. Knoten ¢ sin(p) cos(p)

1 12 0 0 1

2 2 4 0 0 1

3 2 3 135° 1Iv2 —1V2
4 2 5 45° 1v2 L2

Steifigkeitsmatrizen
In den nachfolgenden Steifigkeitsmatrizen sind die Zeilen und Spalten mit
den Freiheitsgraden der Knoten der Elemente bezeichnet. Die Anteile von

den einzelnen Elementen sind wie folgt markiert: |---|= Element 1; [---]=
Element 2; (- --)= Element 3; {--- }= Element 4.

lur[fuz]  [v1][v2]  [u2][ua]  [v2]fv4]

1 0 -1 0 lui | [uz]
K1=K2—ATE 0 0 0 0 | lvfw2]
-1 0 1 0 lua] [ua]
0 0 0 0 [va | [va]

134
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(ug) (v2) (uz) (v3)
1 -1 -1 1 <U2>
K, = g ATE 11 1| =1 | (w)
ST S T R T IR O P
1 -1 -1 1 <U3>
{u2}  {va} {us} {vs}
1 1 -1 -1 [{u2}
K, = gATE I EEN R
-1 | -1 1 1 | {us}
1| 1|1 1 ] {vs)

27

(1153)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix unter Beriicksichtigung der Randbedingungen
Es wird unmittelbar die Gesamtsteifigkeitsmatrix K , aufgestellt, die sich
nach dem Streichen der Zeilen und Spalten infolge der wesentlichen Randbe-
dingungen ergibt, die den Wert Null haben:

us

U4

i = AE[ 1)+ 1]+ (V3 +{3v2) | 1-1)

Aus der ersten Zeile erhilt man fiir ug:

(1154)

(1155)
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2 _ F

(® Auflagerreaktion des Auflagers an der Stelle x = I,y = 0
Aus der zweiten Zeile von (1155) gewinnt man die gesuchte Auflagerreaktion:

R AFE AE_ AE2+V2_ 2
Frpy=———us+ — — U —
! l I 44+vV2  4+V2

F (1157)

]

© A.5.9 Stabbeispiel IX 134

Einteilung in Elemente

Die Geometrie, Lagerung und das Material sind bzgl. der xz-Achse symme-
trisch. Nicht aber die Belastung. Sie steht senkrecht zur Symmetrieachse.
Damit ist das Problem antimetrisch. Es muf3 nur eine Hélfte der Stabstruk-
tur beriicksichtigt werden. Diese ist in Bild A.11 in drei Elemente eingeteilt.
Fiir den Knoten 1 wird eine zusétzliche Lagerungsbedingung infolge der Aus-
nutzung der Antimetrie der Form u; = 0 eingefiihrt.

Bild A.11. Einteilung der Stabstruktur in Elemente unter Aus-
nutzung der Antimetrie

(> Steifigkeitsmatrizen der Elemente

U1 V1 (15} V2
3 -3 V3 1w
AFE
Ey=7 —V3 V3 | -1 | (1158)
3

—V/3 |ug

V3

1

3| 3
-1
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Uy U1 us V3
2 | =21 =21 2 Jw
_AE|l 9] 2| 2 | =2 |n
Y
21 21 2 | =2 us
2 | =2 =21 2 Jug
U1 U1 Uyg V4

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
Die Stabstruktur besitzt vier Knoten und damit acht Freiheitsgrade, womit

die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, eine 8 x 8-Matrix ist.

uy

U1

Uq

V4

29

(1159)

(1160)

U1 VU1 U Vo us3 V3 Ug Vg
r 6 —2(v/34+1) | -3 V3 | —2| 2 -1 V3 Tu
—2(V3+1) 6 V3 -1 2 | —2 | V3 -3 |n
-3 V3 3 V3| 0 0 0 0 Uz
K — A_E V3 -1 —V3 1 0 0 0 0 |wv2
9 41 —2 2 0 0 2 | -2 0 0 |us
2 -2 0 0 -2 | 2 0 0 |ws
-1 V3 0 0 0 0 1 V3 | ug
L V3 -3 0 0 0 0 -3 3 |ug
(1161)

Die halbe Bandbreite b nach (113) auf der S. 48 berechnet sich mit An = 3
und f = 2 zu 8. Damit geht die Bandstruktur verloren und die Matrix K,

ist voll besetzt.

® Verformungen

Das System hat nur eine Unbekannte, ndmlich v;. Nach Beriicksichtigung der
Lagerungsbedingungen bleibt nur noch das Element aus der Zeile und Spalte

V1 von Kg iibrig:
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3 AE F 1F
__,Ul:_:>1}1:__l (1162)

(® SchnittgroBen
Aus dem Produkt K, ‘@, wobei i die Elementnummer darstellt, gewinnt man
die SchnittgroBen. Der Verformungsvektor ‘i enthilt jeweils nur eine Kompo-
nente, namlich v;. Damit ist nur die zweite Spalte in den Steifigkeitsmatrizen
von Bedeutung. Man erhilt fiir die Elemente:

-3 -3 Fy,
1
K, i = A_Elil ! — i ! _ Iy (1163)
- 41 3 AF V3 12 V3 1FI2
i —1 | i -1 ] 1Fy2 ]
—2 [ -1 ] [ QFJC1 ]
AE1 FL | 2 F| 1 ’F,
K, %= TI3AE | - | T % = =z (1164)
2 61 1 °R,,
=a -1 ] _QFyB_
_\/?_) _\/§ 3Fa:1
3
kg ABLELL 8 | P 3 T (1165)
41 3 AF V3 12 V3 SFM
i -3 | i -3 ] i 3Fy4 ]

(® Auflagerkrifte
Die Auflagerkrifte lassen sich aus den Gleichgewichtsbeziehungen der Krifte
an den Knoten gewinnen:

Fyy = ZjFTk; Fy, = Zijk (1166)
J J

Auf der linken Seite der beiden Gleichungen steht jeweils die dufiere Kraft (in
2- bzw. y- Richtung) am Knoten k. Auf der rechten Seite werden die inneren
Kriéfte iiber alle an den Knoten k angrenzenden Elemente aufaddiert. Damit
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ergibt sich fiir die Knoten:

F F F
TSR TS

_ _% (1+\/§> F=—0,455F

F F 3F F
Fyp + 2 R, =t ot o =g

126 12 2
V3

Knoten 1: RE,, =1F,, +%F,, +°F,, =

Knoten 2: Rp,, ='F,, = o F
F
RFZIz = 1Fyz = 12
R 2 F
Knoten 3: Fy, = F,, = 3
F
RFZI3 :2Fy3 = %
Knoten 4:  RE,, =3F, = gF
F
RFZ/4 = 3Fy4 = _Z (1167)

s§(1+V3)F

Bild A.12. Die Belastung und Reak-
tionskrifte des Systems

A.5.10 Stabbeispiel X

134

Einteilung in Elemente, Randbedingungen und Belastung

In der rechten Hilfte von Bild A.13 ist die Einteilung der Struktur in drei
Stabelemente dargestellt. Es wird die Symmetrie ausgenutzt und somit nur
die linke Hélfte der Struktur beriicksichtigt. Die eingefiigten Randbedingun-
gen an den Knoten 2 und 3 erzwingen eine symmetrische Verformung. Die
Belastung am Knoten 3 ist halbiert, da nur eine Strukturhilfte belastet wird.
Ebenso tritt die Querschnittsfliche des Stabes 2, da er auf der Symmetrie-
achse liegt, nur zur Hilfte auf. Die Elementknotenzuordnung ist in der Tab.
A 4 aufgefiihrt.
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Steifigkeitsmatrizen der Elemente

Nachfolgend sind die Steifigkeitsmatrizen und die entsprechenden Freiheits-
grade des Problems angefiihrt. Es tritt als gemeinsamer Faktor die Steifigkeit

Ubungsbeispielen

k= AE/l auf.
lur] o] w2l [ve]
1 -1 | -1 1 | |uw1]
K, g ST I T R R O AP
ST I T A T S PP
1 -1 | -1 1 1|ve]
[ug]  [v2]  Jus] [vs]
0 0 0 0 [ua]
K, = 1k 1|0 | =1 |fe]
0| o | 0o | 0 |[us
0 -1 0 1 |—’U3W

Bild A.13.

Tabelle A.4. Elementknotenzuordnung und Geometriedaten

Elem. Knoten Fldche E-Modul Winkel ¢ sing cosy
1 1 2 A E —45°  —1v2 1V2
2 2 3 2 E 90° 1 0
3 1 3 A E 45° V2 V2

Symmetrische 2D-
Stabstruktur und die Einteilung
einer Hélfte in Elemente
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(u) (v1)  (us) (vs)

1 1 =1 | =1 |(u1)
2
53::¥§@ 1 1| -1 ] =1 |(u) (1168)
-1 | -1 1 1| (us)
-1 | -1 1 1 1 (vs)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix nach dem Einbringen der Randbedingungen
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K ist eine 2 X 2 Matrix, da als Unbekannte
nur die beiden Verschiebungen vy und vs auftreten:

0,604 ‘-—0,25

(1169)
—0,25‘ 0,604

(® Verformungen des Problems
Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Verschiebungen vy und v
hat nachfolgendes Aussehen:

k 1+\/§ ‘ —1 (] 0
= | F (1170)

S ‘1+v§ V3 ——

Durch Inversion von K g kann man die Verschiebungen bestimmen:

1 4 1 14—xﬂ2‘ 1 2 1 ‘xﬂi——l

K —
T E(1+V2)2-1 1 ‘1+V§

kl va-1 ‘ 1
(1171)

A1 o
Aus der Multiplikation K, F' erhdlt man die gesuchten Verschiebungen:

vs kl va-1 ‘ 1
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Spannungen im Vertikalstab

Die Spannungen im Stab lassen sich iiber das Hooke’sche Gesetz 0 = ¢
beschreiben. Die GroBe Al in der Dehnung ¢ = Al/l kann man iiber die
Knotenverschiebungen ausdriicken:

I 20k 21 ~ AE

Al vg—wvy F-1-(1-+v2) F <1\/§_1> (1173)

Damit erhélt man die Spannung im Vertikalstab, die sich als Druckspannung
darstellt:

F (1 1 F F
=5 (5\/5—1> E = <§\/§—1> 1 =029 (1174)

Auflagerkrafte im linken Lager

Aus der Betrachtung des Gleichgewichtes Y, 'F, = #F, und Y, 'F, = 7F,
am Knoten 1 lassen sich die Auflagerkrifte ermitteln. Dabei sind 'F, bzw. 'F,
die Schnittgrofien der Elemente, die an den Knoten 1 angrenzen. Dies sind
hier die Elemente 1 und 3.

1 | -1]-1]1 0 1-+2 Foy
VZAE | -1 1 1| -1 Fl 0 :ﬁF V2 -1 _ Fy,
4 1 —-1] 1 1 | -1 | AE 0 V2 -1 Fo,
1| —-1|-1]1 1-v2 1-v2 Py,
(1175)
1 1| -1 -1 0 1 Fa,
V2AE 11 | -1|-1| FI 0 _ QF 1 _ 3Fy,
4 1 1| -1 1|1 AE 0 4 -1 Foy
1| -1 1 1 -1 -1 Py,
(1176)

Die Auflagerkraft #F,, ergibt sich aus den Schnittkriften am Knoten 1 der
Elemente 1 und 3 in z-Richtung:

BE,, ='Fp +%F,, = %F(l \/—)+£F - */—(2 V2)F = 0,207 F (1177)

Analog ergibt sich die Auflagerkraft fF,, aus den Schnittkréiften am Knoten
1 der Elemente 1 und 3:
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2 2 1
BRy, = Fy +°Fy, = %F(ﬁ— N+ F= ~CV2F = S (1178)

© A.5.11 Stabbeispiel XI s

(® Einteilung der Struktur in Elemente
Das System ist symmetrisch bzgl. der y-Achse. Daher mufl nur die linke oder
rechte Hilfte beriicksichtigt werden (s. Bild (A.14)). Es wird hier die rechte
Hélfte in zwei Stabelemente eingeteilt. Die Randbedingung fiir Knoten 3
bewirkt, daf er sich nur in y-Richtung verschieben kann.

Bild A.14. Einteilung der Struktur in zwei Stabelemente

(® Einzelsteifigkeitsmatrizen

uy U1 us V2

K, = 575 v1 (1179)
-1 -1 1 1 u9

-1|-1| 1 1 Jug

1 | -1 -1] 1 Jus

K, = 575 V2 (1180)
-1 1 1 -1 us
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Gesamtsteifigkeitsmatrix nach dem Einbringen der Lagerungsbedingungen
Aus der Gesamtsteifigkeitsmatrix K, werden die Zeilen und Spalten ge-
strichen, die einem Freiheitsgrad zugeordnet sind, der als Null bekannt ist
(ur = v1 = ug = 0). Damit bleibt folgende Gesamtsteifigkeitsmatrix K 9
iibrig:

Uz V2 U3

2 0 1 Jus

. 1AE
_9_2\/51 0 2 -1 U2

1 -1 1 Jus

(1181)

Die Verschiebungen des Systems

Mit Hilfe von K , ergibt sich nachfolgendes Gleichungssystem zur Bestim-
mung der unbekannten Verschiebungen us, vy und der Auflagerreaktion RFy37
wobei fiir vg die bekannte Verschiebung v eingesetzt wird:

2.0 |1 Us F
1 AE
L _ — 1182
351 2 1 Vg 0 ( )
1] -1 1 v 1R,

Auf der rechten Seite erscheint nur 1/2 #F,,, da bedingt durch die Ausnut-
zung der Symmetrie nur die halbe Auflagerkraft in (1182) auftritt:

AB (LN gl _FV21 1
o\ et T r Ty

AFE 1_ 0=

— v —zv) = vy =
el 27 5 2
Die vertikale Auflagerkraft im Lager A

Aus der letzten Zeile von (1182) erhilt man die Auflagerreaktion f'F),:

%@ (1183)

Rp 1 AE
Y _ -2 _ =

5 2\/§Z(U2 vy + 7)
AE (17\/51

I
=71 ﬁ—§v—§v+v>—F (1184)
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A.5.12 Stabbeispiel XII

Minimierung des Volumens bei vorgegebener Verformung

o

L ! Bild A.15. Das Stabsystem mit seinen Abmessungen
und Belastungen

Das normierte Volumen V = V/(AL) = 1+ gy/1 + f2 ist nur eine Funkti-
on von f und g¢. Die dimensionslose Verschiebung v = v AE/(FL) an der
Kraftangriffsstelle lautet:

AE 1+ £2)° +

Das Ziel der Optimierung ist es, das Volumen der beiden Stdbe zu minimieren
und die vorgegebene Verformung ¢ einzuhalten. Daraus ergibt sich mit Hilfe
des Lagrange’schen Multiplikators A folgende Zielfunktion Z:

213
Z:V+A(v—ﬁ)=1+g\/1+f2+/\(W—@) (1186)

Das Minimum dieser Funktion Z = Z(f, g, A) gewinnt man, indem die parti-
ellen Ableitungen nach f,g und A\ zu Null gesetzt werden:

0z __J9 . f2 V1+f2 -0
TN -

8 2)3
8—22\/W+A<—V(1‘}2fgz) RVASSe e #):o

gf v Hff Y9 -0 (1187)

Aus diesen drei Gleichungen werden die optimalen Werte fiir f, g und A be-
stimmt. Es ergibt sich:

135
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5
> 4,5+
g
=
o
':(_13
=
B gl PP VPP W e N mmim s
£ i
= S ! 1
= [P +g X : N
":;3 Z=1+g/T+ 2+ \fiz"fl ~ ! 9
> 3,5 ’ XU
< < :
SO L5 N ; 1,1 Bild A.16. Darstellung
~ ~3 i -8 der Isolinien von Vo-
N L3 N lumen und Verformung.
P N
2 T T T T T —
1 1 6 /3 L8 Im Punkt f = /3 und

Verhéltnis Hohe zu Breite f

g = 4 liegt die Losung
firv=1

Betrachtung des Falles o = 1

In Bild A.16 ist der Fall o =1 aufgefiihrt. Die durchgezogenen Linien ge-
ben Kurven gleicher Verformung © wieder, die gestrichelten Linien Kurven
gleichen Volumens V. Die Losung liegt bedingt durch die Gleichungsneben-
bedingung auf der Kurve v = 1. Die optimale Losung, d.h. die Losung mit
dem kleinsten Volumen, ist in dem Punkt zu finden, in dem die Kurve V' die
Kurve o = 1 tangiert. Daraus erhiilt man die optimalen Werte f = /3 und
g=4.

Minimierung des Volumens bei vorgegebener Spannung

In dem Stabsystem nach Bild A.15 auf der S. 37 soll das Volumen der Stibe
minimiert werden und der Betrag der normierten Spannung in den Stidben
einen Wert von 6 annehmen. Diese Forderung 148t sich mit Hilfe der Lagran-
ge‘schen Multiplikatoren A1, Ao wie folgt in einer Zielfunktion Z formulieren:

2=t TP o0 (F-0) + (Lf;fl&)

In dieser Zielfunktion tritt als erster Summand das normierte Volumen der
Stébe auf. Der Ausdruck bei A\; (A2) beschreibt die Spannungen im Stab 1 (2).
15 = 1/f ist die normierte Spannung im Element 1, und %6 = /1 + f2/(fg)

(1189)
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Verhiltnis der Flichen g

1,54
V2
Bild A.17. Darstellung
der Isolinien von Volu-
men und Spannungen.
15: kurz gestrichelte Li-
nien
. ) . 25: Vollinien
Verhiltnis Hohe zu Breite f V' gestrichelte Linien

1
i
i
i
i
f
1

1,5 2 2,

ot

ist die normierte Spannung im Element 2. Zur Bildung des Minimums von
(1189) miissen die partiellen Ableitungen nach f, g, \; und Ay gebildet wer-
den:

07 _ g\ 1 L VIR
af  Jixre T\ g At g
8Z: /1+f2_)\27\/1+fQ:0

dg fg?
9z 1 _._,

an  f 07

0Z N1+ f*

Die Losung von (1190) fithrt zu folgenden Werten:

1 Vitor? 52— 1 1+5°
PR P e A VP Atk S Vel (1191)
ag ag g g

Fiir 6 = 1 sind in Bild A.17 Kurven gleichen Volumens und gleicher Span-
nung dargestellt. Die optimale Losung liegt im Schnittpunkt der Kurven der
Spannungen ‘& = % = 6 = 1. Durch diesen Punkt verliuft die Kurve mit

V = 3. Es ergeben sich daraus die Verhéltnisse f = 1 und g = v/2.
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© A.5.13 Stabbeispiel XIlIl (FEM_GEN und FEM_CAS) 136 H

Die vertikale Auflagerkraft fiir das rechte Auflager ergibt sich aus der
,FEM_CAS“ -Rechnung zu:

E:nmfb—<l+EV§+%@wdemmd%«g+2mdmawdmﬂ

2
(1192)
Mit @ = wt und durch das Einfiihren einer dimensionslosen Kraft F. ergibt

sich:

F,
mrw?

F, —
:1—<%+i¢§+m@ammosm@g—<Z+2mq®>mq®
(1193)

Winkel o = wt

Bild A.18. Bezogene vertikale Auflagerkraft am rechten Lager

In Bild A.18 ist der Verlauf von (1193) im Intervall [0, 27] dargestellt. Es
treten vier Nullstellen auf, die folgende Werte aufweisen:

a1 = 1,5550; ap = 3,0478 ; a3 = 4,1315; ay = 5,9267 (1194)

Zur Ermittlung der Extremwerte wird die Ableitung von (1193) benétigt:
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dF, 3 1 1
e 2V3 + (1 + 4cos(a)> sin(a) — <§ + Z\/§+ 4\/5(:05(04)) cos(w)
(1195)
Daraus ergeben sich folgende Nullstellen:
ay = 0,5711; ajr = 2,2425; arry = 3,6022; ajy = 5, 1033 (1196)

An diesen Nullstellen treten folgende Funktionswerte auf:

—3,1263 bei oy ; 1,6493 bei azy; —0,8976 bei aryy; 2,5068 bei vy
(1197)

Die betragsgrofite vertikale Auflagerkraft von 3,126 tritt damit an der Stelle
a = 32,72° auf.
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A.6 Eindimensionale Balkenprobleme

© A.6.1 Balkenbeispiel |

(® Elementsteifigkeitsmatrix

Der Balken wird durch ein Element approximiert. Der E-Modul und das
Flichentriagheitsmoment werden zu 1 angenommen.

Die Steifigkeitsmatrix des eindimensionalen Balkens wird nach (401) auf der
S. 151 berechnet:

12 6 | 12| 6

(1198)

=
I

-12 | —-6| 12 | —6

Gesamtsteifigkeitsmatrix
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ist identisch mit der Steifigkeitsmatrix K, da
der Balken nur durch ein Element dargestellt wird.

Verformungen

Die Knotenverformungen ergeben sich aus der Beziehung K 4 = F'. Der Ver-
formungsvektor @ enthélt die Verschiebungen und Verdrehungen der beiden
Knoten. Die rechte Seite F erfat die #uBeren Lasten, die aus Kréften und
Momenten an den beiden Knoten bestehen kénnen. Im vorliegenden Fall exi-
stiert fiir Knoten 2 eine Belastung in Form eines Momentes M = 1, das um
die positive z-Achse dreht.

Die geometrischen Randbedingungen bestehen aus der festen Einspannung
auf der linken Seite des Balkens und dem Stiitzlager auf der rechten Seite.
Die feste Einspannung fithrt zu: v;=¢1=0. Das rechte Auflager verhindert
eine Durchbiegung am Knoten 2: vo=0. Damit werden die ersten drei Zeilen
und Spalten in dem nachstehenden Gleichungssystem gestrichen:

12 | 6 | =12 6 vy Rpy
6 4 | =6 | 2 Rapp
LA [ ! (1199)
—12| -6 12 | —6 Vg Rp,
| 6 2| 6|4 || ¢ | 1]

A.6

16|
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Es bleibt eine Gleichung fiir die Verdrehung o iibrig:
4 =1=py = — (1200)

M

‘w Bild A.19. Biegelinie des Balkens iiber die
Formfunktionen berechnet

Die Verformungen im Inneren des Elementes lassen sich iiber die Formfunk-
tionen nach (386) auf der S. 146 berechnen. Setzt man in diese Beziehung die
Verformungen der beiden Knoten ein, so verschwinden die Formfunktionen
Ny, No und Ns. Ubrig bleibt Ny, da o ungleich Null ist:

v= ix [(%)2 - ﬂ (1201)

Die Auswertung dieser Gleichung ist in Bild A.19 dargestellt. Die gestrichelte
Linie zeigt den Balken im unverformten Zustand. Die duchgezogene Linie gibt
die Biegelinie nach voranstehender Gleichung wieder.

Auflagerreaktion

Mit den bekannten Verformungen kénnen die Auflagerreaktionen iiber das
Produkt K @ = I’ berechnet werden:

12 | 6 | =12 6 0 o
6 4 | -6 | 2 0 Byr
— | = (1202)
12 -6 12 | -6 0 RE,
6 | 2| 6|4 : 1

Bei der Multiplikation der Gesamtsteifigkeitsmatrix &K mit dem Verformungs-
vektor u ist von der Gesamtsteifigkeitsmatrix nur die letzte Spalte von Be-
deutung, da die ersten drei Elemente des Verformungsvektors Null sind.

Ry 6
Byp 1] 2
= 7 |— (1203)
R, 6
0L, 4
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Die Reaktionsgroe M, stellt sich als die #uBere Belastung M = 1 dar.
Das Bild A.20 zeigt die grafische Auswertung der Auflagerreaktionen. Sie sind
im (z,y, z)-Koordinatensystem beschrieben, woraus sich die entsprechenden
Vorzeichen ergeben. Das Vorzeichen fiir die Verdrehung bzw. das Moment
ergibt sich aus der Richtung der z-Achse, die hier aus der Zeichenebene heraus
zeigt. Beide sind positiv, wenn sie um die positive z-Achse drehen.

j
(e
I .

RFIZ%

Bild A.20. Auflagerreaktionen des Bal-
2 kens

Gleichgewichtskontrolle
Die dueren Kréifte des Systems miissen im Gleichgewicht stehen:

3 3
F,=0; - — = = 1204
jg: 0; 3-5=0 (1204)
1
2

> M;=0;

Die Gleichgewichtsbedingungen sind also erfiillt.

(1205)

A.6.2 Balkenbeispiel 11
In Bild 6.9 auf der S. 155 ist ein Balken mit Streckenlast dargestellt. Dessen
Ergebnisse sollen durch eine Erhohung der Elementanzahl verbessert werden.

Elementsteifigkeitsmatrizen
Die Beschreibung der Steifigkeitsmatrix ist in (401) auf der S. 151 zu finden:

Zwei Elemente:

96 127 | =96 | 121

Er | 120 212 | 121 I?

K1 = KQ =8—=
—-96 | —121

96

—121

121 2

—121

212

(1206)

164
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Drei Elemente:

216 181 | =216 | 181

pr | 181 | 212 | —181| [?
K =K,=K;= 12l_3 (1207)
—216 | —181 | 216 | —181

181 12 —181 | 212

(® Belastungen
Die Belastung besteht in Form einer Streckenlast. Diese mufl nach (407) auf
der S. 152 in Knotenkrifte und Knotenmomente umgerechnet werden. Die
rechte Seite F im Gleichungssystem K 4 = F' setzt sich aus der Uberlagerung
der einzelnen Knotenbelastungen zusammen.

Zwei Elemente:

1
I
p=2p=¢- |2 (1208)
81 1
1
L 24
1 0 1
l l
24 0 24
T | 1 l 1 l 2
F='F+°F =¢= +q= =q= (1209)
81 1 8 1 8 0
24 24
0 1 1
l l
L 0 | —31 | [ —271
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Drei Elemente:

N = = B [
F='"R+ 3 =q—

® Verformungen
Die Ausnutzung der Symmetrie des Balkens fithrt auf die Randbedingung;:
p1=0. Das rechte Auflager hat die Randbedingung v3=0 bei zwei Elementen
und v4=0 bei drei Elementen zur Folge. Daraus ergibt sich, daf} jeweils aus der
Gesamtsteifigkeitsmatrix die erste und vorletzte Zeile und Spalte gestrichen
werden. Damit ergeben sich folgende Gleichungssysteme zur Bestimmung der
Verformungen:

Zwei Elemente:

ET

1
l
= l 36
3 36
Fs =q—
12 1
_ L
L 36
1 0
l
36 0
1 1
_ L L
36 36
T4 +q5
12 0 12 1 12
0 55
0 0
0 0

96 | —96 120 0 || w
96192 | 0 121 | | v
120 | 0 |41 12 V2
0 |20 2 22 || e

1

l 2
:q—

81 o

47

(1210)

N | O

0
1

L
36

© (1211)

(1212)
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U1 4%[
. V2 3 556
‘= ~IRET 11 (1213)
Y2 T
L ¥3 ] i —% ]
Drei Elemente:
216 | —216 | 181 0 0 0 " 1
—216 | 432 0 | —216|181| 0 Vs 2
EI | 181 0 412 | =181 1> | 0 2 l 0
1273 = g—
0 | —216 —181| 432 | 0 | 181 Vs 1215
0 181 12 0 |42 12 03 0
0 0 0 | 181 | 12 |2/ ©4 —
(1214)
U1 4051
Vg 3521
3 —624
T I q4EI (1215)
s 3110 2051
©3 —1104
(Vo) —1296

(® SchnittgroBen
Die SchnittgroBen ergeben sich aus dem Produkt K, ‘4 = Ua



A.6 Eindimensionale Balkenprobleme 49

Zwei Elemente:

b3 24
= 1M1 [ —251
K, li=1F= =1 (1216)
1F2 192 24
My —191
°Fy 72
. My 1| 191
Ky ="F = LN (1217)
2F3 192 _72
M3 -1
Drei Elemente:
36 108 180
1ﬂ_q—l —-551 . Qﬂ_q_l —491] 3ﬂ_q_l —-311
= ;O = = (1218)
432 432 432
36 108 180
—491 —311 -l
(® SchnittgroBenverlaufe
. ; Balkenlinge . . ; Balkenlinge .
12 1 0 2 1 l; 2 4 0 4 2
. 2| o A Exakte Losung
e 1 ERE A L Bt f/
o ! = )
i Y y,
‘u ‘E 3 \\\\ //
g 4] Exakte Losung g 1 X /’/
O:; ———-1 Element S - 37 N~
1] —-—-3 Elemente = \\//

Bild A.21. Bezogene Querkraft- und Momentenverldufe fiir verschiedene Elementanzahlen

In der linken Hélfte von Bild A.21 ist der Querkraftverlauf fiir verschiedene
Elementanzahlen dargestellt. Die durchgezogene Linie gibt die exakte Losung
Q = Q/(ql) = x/l wieder. Fiir ein bzw. drei Elemente der rechten Hilfte des
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Balkens ergeben sich die angefithrten Verldufe. Die Losung fiir ein Element
ist fiir z/1 < 0 dargestellt. Die fiir drei Elemente fiir /1 > 0. Die FE-Losung
stellt sich als treppenformiger Verlauf dar, da die Querkraft im zweiknotigen
Element konstant ist.

In der rechten Bildhilfte von A.21 ist der Momentenverlauf fiir eine unter-
schiedliche Anzahl von Elementen angefiihrt. Die exakte Losung stellt
eine Parabel M = M/(ql?) = 1/2[(x/1)? — 1/4] dar. Bei zwei Elementen fiir
die rechte Balkenhilfte ergibt sich eine recht gute Ubereinstimmung mit der
exakten Losung.

Konvergenztest

0,03 -
0,01

Querkraft- und Momentenfehler

07003 T T T T T T T
1 2 4 8 16 32 64
Anzahl Elemente n

Bild A.22. Verldufe der Fehler in den Schnittgréflen fiir 1 bis 64 Elemente

In Bild A.22 sind die Verldufe der Fehler in den Schnittgroflen fiir 1 bis 64
Elemente angefithrt. Wahrend der Momentenfehler mit der Elementanzahl
n quadratisch abfillt, nimmt der Querkraftfehler nur linear ab. So benétigt
man 50 Elemente, um den Querkraftfehler auf 1% zu reduzieren.

© A.6.3 Balkenbeispiel Il

Formfunktionen
Die in der Aufgabenstellung gegebene Ansatzfunktion lautet:

v =ap+ a1z + asx® + azz® (1219)

Diesem Ansatz mufl die Bedingung des Gelenkes, ndmlich v (z = 0) = 0,
aufgeprigt werden:

164
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v =ay +2asx + 3asz?
v =2as + 6azx

V(z2=0)=0 = ay=0

51

(1220)

Damit ergibt sich eine modifizierte Ansatzfunktion und deren erste Ableitung

zu:

v:a0+a1x+a3x3

v =a; + 3a3x2

Interpolationsbedingungen:

vie=0)=v; = wv;=a
ve=1)=v, = Uj:Ui+a1l+a313

Ve=1)=y¢; = ¢j=a+3a3l*
Aus (1223) folgt:
Vj —U; —asg l3

l
Einsetzen in (1224):

ap =

—vi—agl® | — Ui
py = L 4 3yl = T 20y
_Ui—’l}j &
“=ToE Tap

Einsetzen von (1226) in (1225) fithrt zu:

55 a2 51 2

Einsetzen von (1222), (1226) und (1227) in (1221):

o (3w —v) ViV 9\ 3
”_“+< 27 2 )T\ T tap)”

a _vj—vi_ﬂ(vi—vj gaj>_3(vj—vi) ©j
1— I = 57

(1221)

(1222)
(1223)
(1224)

(1225)

(1226)

(1227)
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3x 23 3z a3 x a3
v—(1—2—l+2—l3>vi+<2—l—2—l3>’l}j+<—§+ﬁ>sﬂj (1228)

N1 N2 N3

Die Formfunktionen aus (1228) lassen sich in Matrixform schreiben als:

v
v =] 3¢, 2 3¢ 2 £+£} .
21 213 l 213 2 212 _J
~ . (1229)
—
=NTg

Das Bild A.23 zeigt die grafische Auswertung der Formfunktionen.

Ny Na
>3
Zr
=
o 2
()
=
2
=
= 1
21
g
3
=
0,
1|
B 1 1 3 1
2 1
& Bild A.23. Die Formfunktionen des zweiknotigen
l Balkenelementes mit Gelenk

Dehnungs-Verschiebungs-Beziehung

Die zweiten Ableitungen von v” lassen sich iiber die Verformungen der Knoten
ausdriicken: v = BT#. Es muB dazu (1229) zweimal elementweise nach
abgeleitet werden:
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Uj
v”:{?,l% _3133 3132] v | =BTv (1230)
)

(® Steifigkeitsmatrix des Elementes mit Gelenk
Die Steifigkeitsmatrix ergibt sich aus: K = ET fol BBTdx

xXr
35
l
}(:EH/) _a¥ T _a% 1 9% |do
o 0 313 313 313 312
xXr
35
[ 2 22 22 T i T
T F L=t
! EI
=9EI/ _x_2 x_2 _x_2 da:zgl—s -1 1 -1
0 6 6 /5
2 {,C2 {,C2 )
| F | TE | R

(1231)

Gleichung (1231) enthélt die gesuchte Steifigkeitsmatrix.

In Bild A.24 sind die Freiheitsgrade, ndmlich die Durchbiegung v; im Anfangs-
knoten 7 sowie die Durchbiegung v; und die Verdrehung ¢; im Endknoten j,
dargestellt. Diesen Freiheitsgraden zugeordnet sind die Kréfte F;, F; und das

Moment M;.
i
F, T Tm v T TFJ
Gelenk -
O ® -
y‘/ v Bild A.24. Freiheitsgrade und Belastun-
- gen des Balkens mit Gelenk

(® Steifigkeitsmatrizen
Das Element 1 soll kein Gelenk aufweisen und wird nach (401) auf der S. 151

berechnet:
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U1 ©1 V2 Y2
12 6 —12 | 6 |1
Kl — 6 4 —6 2 ¥1
—12 —6 12 —6 (%)
6 2 | =6 | 4 loo

(1232)

Das Element 2 weist am Anfangsknoten, der Knoten 2 in der Struktur ist,

ein Gelenk auf. Nach (1231) ergibt sich:

Y3
1 |vs
—1 |vs
L g3

(1233)

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix wird durch Uberlagerung der beiden Steifig-
keitsmatrizen gewonnen. Die Anteile sind durch Klammersymbole gekenn-
zeichnet: Element 1: |---]; Element 2: [---]. Eine Uberlappung der beiden
Matrizen tritt nur bei dem Freiheitsgrad vy auf (|12 + [1]). Beim Frei-
heitsgrad o tritt kein Anteil von Element 2 auf, da von diesem Element im
Anfangsknoten kein Moment iibertragen werden kann, so wie es das Gelenk

fordert.
U1 ©1 V2 P2 U3 ¥3
[ 112 | |6 [—12] 16] 0 0 ]
6] 14] 6] 12] 0 0
K,=|L=12] | [=6] | [12]+ 1] | [=6] | [=1] | [1]
6] 12] [—6] 14] 0 0
0 0 [—1] 0 (1] | [-1]
L 0 0 [1] 0 | [=1]] [1] .

U1

®1

V2

©2

U3

¥3

(1234)
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Verformungen

Die Randbedingungen v, = ¢1 = vg = 3 = 0 haben zur Folge, daf} in der
Gesamtsteifigkeitsmatrix &/ die Zeilen und Spalten 1,2,5,6 gestrichen wer-
den. Daraus ergibt sich folgendes lineares Gleichungssystem zur Bestimmung
der unbekannten Verformungen ve, 2.

13 ‘ —6 (%) -1 V2 _
(1235)
4

-6 ‘ 2 0 02 _
Die Verdrehung ¢ ist dem Element 1 zuzuordnen, so daf} sie im folgenden als
Ly geschrieben wird. Am Knoten 2 tritt eine Unstetigkeit in der Verdrehung
¢ auf. Wihrend vom Element 1 kommend der Winkel '¢y auftritt, tritt vom
Element 2 kommend der Winkel 25 auf. Dieser 18t sich nach (1230) auf der
S. 53 berechnen. Fiir x = 0 gilt:

V2
3 3 1
20, — o (z = 0 :{ _______} 1236
w2 =v (@ =0) 20120 2| ™ (1236)
¥3
Dariiber erhilt man den Winkel 25 als:
3 3 1 3
20 — = _ 22 =2 12
LT 2( 4) 8 (1237)

202 ;/\2 i Bild A.25. Verformungen des zweiseitig
() i
eingespannten Balkens

Das Bild A.25 zeigt die Verformungen der beiden Balken. Bedingt durch das
Gelenk in der Mitte tritt an dieser Stelle die schon angesprochene Unstetigkeit
in der Neigung der Balken auf. Aus Griinden der Symmetrie ist 1oy = —2¢5.

A.6.4 Balkenbeispiel 1V
Der eindimensionale Balken wird in drei Elemente der Lénge [ eingeteilt.

o]
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B @ M
l

(® Steifigkeitsmatrizen

E r
_f

Bild A.26. Eindimensionale Balken-
struktur

Die drei Elemente weisen, da gleiche Langen und Querschnitte vorliegen, iden-
tische Steifigkeitsmatrizen auf. Es wird das eindimensionale Balkenelement

verwendet.
Kl = Kz = Kg =
V1,V2,V3  P1,92,P3  V2,V3,V4  P2,P3, P4
12 61 —12 61
EIl 61 412 —61 212
I3
—-12 —61 12 —61
61 212 —61 472

U1, V2,03
P1,$2,¥3
V2,V3, V4

P2, Y3, P4

(1238)

Die Spalten und Zeilen sind mit den Freiheitsgraden der entsprechenden Ele-
mente gekennzeichnet.

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix

U1 ¥1 U2 P2 U3 ¥3 V4 P4
[ 12 | 61 | —-12| 61 | © 0 0 0
60 | 412 | 61| 212 | 0 0 0 0
—12 | =61 24 | 0 | -12| 61 | © 0
_EIV g |22 0 | 82| —61|22] 0o | 0
-9 l3
0 0 |-12|—-61] 24 | 0 | -12] 61
0 0 | 61 [ 22| 0 | 82| 61| 212
0 0 0 0 | —12|—-61| 12 | —61
L0 0 0 0 | 61 | 22| —61] 412

U1
$1
v
P2
U3
¥3

Vg

1¥a

(1239)
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Die Gesamtsteifigkeitsmatrix weist eine deutliche Bandstruktur auf. Die hal-
be Bandbreite b ergibt sich als (An + 1) f. Dabei ist An die maximale Kno-
tendifferenz in einem Element, hier = 1. f ist die Anzahl der Freiheitsgrade
pro Knoten, also hier 2. Daraus ergibt sich die Bandbreite zu b = 4.

Einbringen der Randbedingungen

Die Durchbiegungen v, v3 und v4 sind bedingt durch die Lager Null. Ebenso
die Verdrehungen ¢; und ¢4. Daher werden die entsprechenden Zeilen und
Spalten in der Gesamtsteifigkeitsmatrix K gestrichen.

241 0 61 Vg —F
EIl
61|210%| 812 V3 0
Verformungen

Die Losung des Gleichungssystems nach (1240) fithrt auf folgende Verformun-
gen:

V2 51
Fi2 |——
. _ 1241
v 2 96ET (1241)
©3 4

Durchbiegung an der Stelle x = 1/2

Mit der Formfunktion nach (386) auf der S. 146 148t sich an einer beliebigen
Stelle z die Durchbiegung berechnen. Die Stelle = /2 liegt im Element 1, so
dafl iiber die Beziehung v = N 17 die Durchbiegung berechnet werden kann.
Der Vektor '@ enthilt die Verformungen des Elementes 1 (£ = z/1):

U1 0
15 e1 Fi? 0
7= = (1242)
o 96ET | -
P2 | -1

v =£-2 (3 =28 w9 +§2_l(—1 ‘f:f) P2

1 19 F 3
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(® Verdrehung an der Stelle x = 1/2
Die Verdrehung in einem Element 4 erhilt man iiber die Formfunktion:

d .
= —N'ig=—-—N"%
PT e YT Tae
—Qf(l—f)v +&(—=2+3¢) _—Fl2 §(—28 +27¢)
L 2 Y2 = 96ET

29 F 2

1y __ =7 - "

e€=2) = 55057 (1244)

© A.6.5 Balkenbeispiel V

165
Der Balken wird, wie in der rechten Hilfte von Bild A.27 dargestellt, in H

zwel eindimensionale Balkenelemente sowie in einen eindimensionalen Stab
eingeteilt. Dieser verbindet die Knoten 2 und 3 miteinander.

v G T @ [
: s 2

x

l | l ‘

Bild A.27. Ein zweiseitig eingespannter Balken mit Gelenk und sein Ersatzmodell

Die Tab. A.5 erfafit die Elementknotenzuordnung sowie den jeweiligen Ele-
menttyp.

Tabelle A.5. Elementknotenzuordnung

Element Knoten 1 Knoten 2 Elementtyp

1 1 2 Balken
3 4 Balken
3 2 3 Stab

(® Elementsteifigkeitsmatrizen
Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt: f = EI/I*> und k = AE/I:
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v o1 g 0o _U3 ®3 V4 P4 ]
12 | 61 |—12] 61 Ju Sl A el I
4 2
20 [ =12 |—21|22
Klzf 61 [41% |—61|21? ©v1 : ngf 3 3 ¥3
—12|=61] 12 [=61 |vs —41-20| 4 |-21|w
2 4
61 (207 | =61 |41 Jp2 20|50 | =21 (3P [
(1245)
(1246)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
In der nachfolgenden Matrix sind die geometrischen Randbedingungen bertick-
sichtigt, d.h. die ersten und letzten beiden Zeilen sind gestrichen worden.

Damit ergibt sich folgendes System:

12+§ —61 —% 0 Vo —F
X —61 |42 ] 0 0 2 0
K i=f = (1247)
—4 0 |4+%] 21 v3 0
i 0 0 21 %lQ e3 | i 0 ]
Die Inversion der Matrix K 9 fithrt zu:
Ei+4) |31+ 12k —21k
P 30(1+4) | 3+ ¥ i -4
=9 T 2(3f+4k 2k E 2 E k
(B3.f +4k) 2k sk 2(3+4) |=31(3+%)
~31k —35 | -3i(s+ k)| o+
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Die Durchbiegungen v, und ws miissen identisch sein. Das hat zur Folge,
dafl die Steifigkeit k& des Stabelementes gegen unendlich strebt. Bilden des

Grenzwertes k — oo fiir jedes Element von (1248) fithrt auf:

[ a4

61 |

61| 41
E;l::IG}P 61 13| 61 | =9
402 | 61| 41> 61
| 61| -9 —61| 21 |

(1249)

K ;1 ist eine Nachgiebigkeitsmatrix. Durch Multiplikation mit dem Lastvek-

tor ergeben sich fiir die Verformungen:

42 61| 42 =61 | [ —F Vs
.1 61 | 13| 61 | —9 0
Kg 1F _ _ ¥2
620 42| 61| 412 | —61 0 vs
619 —61] 21 || 0 3
T
LR 3
8EI | o
- 3 -

(1250)

(1251)

Das Ergebnis stimmt mit der Losung {iber eine Zwangsbedingung in (432)

auf der S. 163 iiberein. Ebenso mit der Losung eines Balkenelementes mit
einem Gelenk nach (1235) auf der S. 55 mit F=1=FE =1 = 1.

Erforderliche Rechengenauigkeit

Steigert man in (1247) die Steifigkeit k sukzessiv, so fithrt dies zu einem
schlecht konditionierten Gleichungssystem. Nach (126) auf der S. 53 lassen

sich die erforderlichen Stellen hinter dem Komma berechnen als:

(AIHEX
s =p—log

)\min

)

(1252)

Die Grofle p beschreibt die Anzahl Stellen hinter dem Komma, die in der
Rechnung mitgefiihrt werden. s ist die Anzahl korrekter Dezimalstellen hin-
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ter dem Komma. Apax ist der grofite und Anin der kleinste Eigenwert der
Gesamtsteifigkeitsmatrix K.

Tabelle A.6. Die Eigenwerte in Ab-
héangigkeit von der Steifigkeit k

k )\max Amin

1 16,074 0,388
10®° 2,008 - 10* 0,492
105 2,000 - 10° 0,492
102 2,000 - 10" 0,492 13

NI

In der Tab. A.6 sind fiir verschiedene Werte k (f =1 = 1) die Eigenwerte Apax
und Apin von K 9 aufgefithrt. Zudem ist in der letzten Spalte die Anzahl p der
Stellen angefiihrt, die bei der Rechnung hinter dem Komma gefithrt werden
miissen, damit s = 2 signifikante Stellen hinter dem Komma erhalten bleiben.
Die Eigenwerte wurden mit 20 Stellen hinter dem Komma berechnet. Bei
einem Wert von k = 10'2 ist die Grenze mit 14 Stellen hinter dem Komma
erreicht, die ein Rechner mit 32 bit Wortlédnge verwirklichen kann.

© A.6.6 Balkenbeispiel VI

Einteilung der Struktur in Elemente
Der Balken wird in zwei eindimensionale Balkenelemente eingeteilt. Die Feder
wird iiber einen eindimensionalen Stab abgebildet.

E.I B x
—_—

Bild A.28. Einteilung der
‘ I L I ‘ eindimensionalen Balken-
f 1 1 struktur in Elemente

Einzelsteifigkeitsmatrizen
Die Steifigkeitsmatrizen der Elemente 1 und 2 sind identisch und entsprechen
dem des eindimensionalen Balkens. Durch K, wird die Feder beschrieben.

16 |
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U1/Uz </71/302 U2/U3 @2/%03

12 61 —12 61 Jvi/ve
EI 2 2
ks —12 —61 12 —61 UQ/Ug
61 2[2 —61 412 (,02/303
V2 Vg
lggzky! 1 —1]U2 (1254)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
Das System hat sieben Freiheitsgrade, so dal die Gesamtsteifigkeitsmatrix
K, eine 7 x 7 Matrix ist. Durch Uberlagerung von K, K, und K. 5 erhélt

man:
v o1 v ©2 3 ©3 v
[12] | (6] |—12] 161] 0 0 0 Ju
[61] | [41%] | —61] |207] 0 0 0 |¢1
| =12] | | =61 | [12]4[12]4+ 1) | |=61]4[61] | [<12] | [61] | (=1) |v2
K =ky (6] | [20%] | [=6l]+[61] | [41®]+[4?] | [=61] | 227 | O |2
0 0 [—12] [—61] 2] |[[-6]1] 0 |uvs
0 0 [61] [20*] [—60] | [4?1 | 0 |3
e 0 (-1) 0 0 0 (1) |va
(1255)

Die Symbole | |, [ ] und ( ) besagen, daf} die entsprechenden Anteile von
den Elementen 1, 2 bzw. 3 stammen.

Bedingt durch die Lagerung der Struktur gilt: v1 = ¢1 = v3 = 3 = 0. Damit
konnen aus @ , die entsprechenden Zeilen und Spalten gestrichen werden und
man erhilt K, zu:



A.6 Eindimensionale Balkenprobleme 63

V2 Y2 Vg

K,=ki| 0 | 8]0 | (1256)

(® Die Verformungen des Systems

Mit Hilfe von & , aus (1256) und der Randbedingung v4 = v erhélt man das
Gleichungssystem K GV = F zur Bestimmung der Verformungen:

25| 0 | -1 Vs 0
kgl 0 |82 0 w2 | =| M (1257)
-1, 0 |1 v RE,,

Aus der ersten Zeile von (1257) ergibt sich:

ke (2505 —0) = 0= vy = % (1258)

Die zweite Zeile von (1257) fithrt auf:

ki81%py =M = @y = (1259)

M
8ksl?
Auflagerreaktion im Lager A
Die gesuchte Auflagerkraft erhélt man aus der dritten Zeile von (1257):

24

ki (—va +9) = 7F, = i, = ek (1260)
Alternativer Losungsweg

Es wird der Losungsvektor ¢ aufgeteilt in o = % + 0. Der Vektor % enthilt
die bekannten Verformungen und ¢ die unbekannten Verformungen:
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0 (%)
Y=o |:i=] p (1261)
v 0

Damit erhilt man folgende Beziehung:

-,

0— AN B = 0—
K, (v+0)=F=K,0=F—-K,% (1262)

Die rechte Seite wird um den Vektor —K 9 U7 erweitert:

25, 0 | -1 0 —v
K, %=k| 0 |82] 0 0|=Fk| 0 (1263)
-1] 0 1 v v
Das Gleichungssystem zur Ermittlung der unbekannten Verformungen lautet
damit:
25, 0 | -1 V2 0 —v kpo
kel 0 | 812] 0 w2 |=| M |—kf| 0 |= M
170 |1 0 RE,, v RE,, — ks
(1264)

Hieraus kann die letzte Zeile und Spalte gestrichen werden, so daf§ man erhélt:

25 ‘ 0 V2 kf U
ky = (1265)
0 ‘ 8 l2 »2 M
Dies fiihrt wie zuvor auf folgende Verformungen:
v
V2 25
=\ (1266)
72 Skyi2
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Aus der dritten Zeile von (1264) gewinnt man die gesuchte Auflagerreakti-
on BF,,:

—~kfvy =BF,, —vk; (1267)
v, 24
BR,, =0ky —kpvy = ky(0 — 55) = 550k (1268)

A.6.7 Balkenbeispiel VII

Y
v #0 vy=10
»/1\991 =0 ,/hvz 70 BildA.29. Zweiknotiges Element mit den dazu-
'71 20 P O'm T gehorigen Freiheitsgraden und Randbedingun-
c -

gen

Die rechte Hélfte des Balkens in Bild 6.9 auf der S. 155 wird in ein Ele-
ment eingeteilt. In Bild (A.29) ist dieses Element mit seinen Freiheitsgraden
dargestellt. Am Knoten 1 ist aus Symmetriegriinden ¢;=0. Am Knoten 2
verschwindet die Durchbiegung vs und die Kriimmung s, da gilt: M ~ .

Verformungen
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ergibt sich aus (458) auf der S. 174 unter Bertick-
sichtigung der wesentlichen Randbedingungen zu:

9600 | 6012 | 2400 | | o{" | vf? gt | E
=7 | 60 | 31t | 81 AV P = | s | 0 | (1269)
24001 | 813 | 7681% | | o) o L 0

Die Streckenlast ¢ auf der rechten Seite ist nach (460) auf der S. 175 in
Knotengroflen umgerechnet worden. Der erste Lastfall bezieht sich auf die
Streckenlast ¢ und der zweite auf die Einzelkraft F'. Die Verformungen lauten:

vgl) 512 vgz) 12
2 -
| — ql _ : 2 | = _F _
g aEl | R |7 | wET | 1 (1270)
o —16 o8 -31

Die Verformungen stimmen mit denen des zweiknotigen Elementes mit zwei
Freiheitsgraden pro Knoten in (421) auf der S. 157 {iberein.

177
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SchnittgréBen
Die Schnittgroflen fiir den Lastfall 1 (Streckenlast) ergeben sich nach (461)
auf der S. 175 zu:

512
(60 | =361 —912 |60 | —241 |32 ]| 0 o] [1W]
g | 0 0 Lo 0 [0 |48 | g 0 BELE
38411 60| —241| —322 |60 —361 92| o | B|a| [1QV
0| 0 0 |0 o |1 |f-161 _T_ R
0
- (1271)

Die SchnittgréBen 1M1(1) = 1Ml(l)/(ql2) =—1/8 und 1(29) = 1Q§1)/(ql) =1/2
sind exakt (s. Tab. 6.1 auf der S. 158).

A.6.8 Balkenbeispiel VIII
In Bild A.30 ist das dreiknotige Element nach Timoshenko dargestellt. Es

1 |

weist pro Knoten die Durchbiegung v und die Verdrehung 6 als Freiheitsgrade
auf. Die Groflen A, I, E und v werden als konstant im Element vorausgesetzt.

Bild A.30. Freiheitsgrade des dreiknoti-
gen Timoshenko-Balkens

Es wird eine quadratische Formfunktion nach (334) auf der S. 121 in Ansatz
gebracht:

UZN@UZ'—FNjUj—FNkUk

0 = N;0; + N;j0; + Ny 0y (1272)

Damit lassen sich die Dehnungen schreiben als (s. (473)) auf der S. 180:

N!0, + N/ 6, + N}, 0, W

| —
e
S
—
| —

N{w—Niai—l—N;Uj—Njaj—FN]/CUk—NkakJ
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Ui
0;
ol ol o | fw | [
N! | =N; | N} | =N; | N} 4%J 0; {?J
Vg
Ok
N ST -
=B ; pri Ty, = Z;v (1273)

(® Biegesteifigkeitsmatrix

Zur Bildung der Biegesteifigkeitsmatrix &, miissen die Ableitungen der Form-
funktionen aus (1272) gebildet werden.

dN; dN; d¢ 1 d 1
N=""=""J" >=___(1- 26%) = - (-3 +4
dN; dN; d¢ 1 d 4
Ni=—2 =" > =" (464 =-(1-2
J dz d¢ dux lal{“(f &) l( &)
d Ny, d Ny d¢& 1 d 9 1
/——:——:—— — = — (—
Daraus ergibt sich der Vektor BT zu:
= 1
B =7 O‘—3+4£‘0‘4(1—2§)‘O‘—1+4§ (1275)

Nach (475) auf der S. 180 148t sich die Biegesteifigkeitsmatrix K als Inte-

gration iiber das dyadische Produkt B. EZ berechnen (E und I konstant im
Element):

—3+4¢

KFE”%AIM:¥®{0—%4504&—%)0—H44%=

—1+4¢
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K 0 0 0 0 0 T
0 (=3 +4¢)? 0| (—3+46)(4—886)| 0] (=3+4€)(—1+4¢)
E 1 0 0 0 0 0 de
I Jo |0] (-3+48)1—-8¢ |0 (4 —8¢)? 0| (4—8&)(=1+4¢)
0 0 0 0 0 0
LO] (=3+4&)(-1+4¢) |0 (4—-8&)(-1+4 |0 (-1+4¢)? J
0y 0 (0] 0 0] O
0 7 0] =80/ 1
EI|10] 0 O] 0O |0] O
3000l -8/0/ 16 |0 -8
0L 0 (0] 0 0] O
0y 1 0] -=8]0] 7

(® Schubsteifigkeitsmatrix

Nach (478) auf der S. 181 erhélt man die Schubsteifigkeitsmatrix, indem das
Integral {iiber das dyadische Produkt BBW B?Z; gebildet wird. Dazu werden die
Formfunktionen und deren Ableitungen nach (1274) in B?W eingesetzt:

nT
B’Y

o~ —

Damit erhélt man fiir B

1

=
(—3+4¢)?

Eﬁ:

—I(—3+486)(1 —364+2¢2)

[ac-3| (-1436—280 |40 —20) | ag(-1+¢) |ae-1| a-20a ]

(1277)

(=3+49( -89

—(=3+46)(1—3¢642¢€%)

P(1-36428°)°

—I(1—3¢&+26%)(4—-8¢)

(=3+48( -89

—I1(1 —3¢42€6%)(4—8¢)

(4—8¢)?

(=3 +48)(4€ -4

PA-3E+28%)(4¢—4¢%)

(4 -8&)(4€ —4¢8”)

(=3+48(-1+49

—I(1 —3&422)(—-1+4¢)

(4-88(-1449

—I(=3+4&)(—¢+2¢%)

—U—=3+46)(AE—-4¢€?)

(1-36+28)(—¢+2¢7)

(=3+48(-1+49

—l(4 - 8€) (=€ +2¢7)

—(—3+48)(—¢+2¢%)

(1—-36+28)4g -4

—1(1—3&4+26%) —14+4¢)

P -3€+28%)(—6+287)

—l(4 - 86)(4E —4¢)?

(4-88(-1449)

—l(4 -8 (- +2¢%)

(4¢— 46220

—l(4€—4€°) (-1 +48)

(46 —48)(—¢+287)

—1(4€ -4 (1449

(-1+4¢)?

—U(—1+48) (-6 +28%)

(4g—48)(—¢+28)°

—l(—1+48)(—¢+2¢%)

P(-g+26%)°

(1278)
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Zur Bildung der Schubsteifigkeitsmatrix wird wiederum eine reduzierte, nu-
merische Integration eingesetzt. In B treten Polynome vierten Grades auf.
Eine numerische Integration nach Gauf iiber drei Stiitzstellen (M=3; s. Tab.
2.7) auf der S. 46 wiirde diese Polynome exakt integrieren, so daf hier bei
der reduzierten Integration mit zwei Stiitzstellen (M=2) gearbeitet wird. Bei-
spielhaft sei hier das Element bos betrachtet (£ = x/1):

A l A l 22
—G/bggdx:—G/ 1-37+2(7) ) do
» 0 x 0 l l

~ 525 o (o= 5O - 1V8) + b (0 = Hi1 -+ 13
_AGLIBHVE? (B34 V8)?|  AGL
T 2| 18 T s } =9 (1279)

Die exakte Integration fithrt auf einen Wert von 2/151 statt 1/91. Er ist
also grofler als der Wert der reduzierten, numerischen Integration. Aus der
Integration iiber alle Elemente von B, erhilt man die nachfolgende Schub-
steifigkeitsmatrix K :

42 91 —48 | 121 6 —31

91 202 | 121 | 212 31 | =12

1 AG | —48 | —121| 96 0 —48 | 121

K, =—2Z (1280)
18 sl | 1971 212 | 0o | 812 | —121]| 212

6 31 —48 | —121| 42 | =91

-3 —I? 121 202 | =91 | 212

® Uberlagerung der Matrizen
Die Addition von K, und K fiihrt auf die Steifigkeitsmatrix des dreiknotigen
Timoshenko-Balkens:
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K=K, +K,=
42 91 48 121 6 —31
> 2 P 2 x 2
9l 2(1+21ﬁ)z —121 2(1—24E)z 3l (65—1>l
1A | —48  —12 96 0 48 121

18 1 | g 2(1-245) 2 0 |2(1+125) 12 —120)2(1 - 245) 1

6 3l —48 —121 42 -9l

—31 (Gg - 1) 2120 2(1 - 24§) 12| —9i 2(1 + 21§) 12
(1281)

In voranstehender Matrix ist der Schlankheitsgrad 8 = AGI?/(EI) eingefiihrt
worden.

Streckenlasten

Fiir die Streckenlast wird eine quadratische Verteilung iiber die Elementlange
angenommen. Diese wird iiber die Beziehung fol qudz in Knotenkrifte umge-
rechnet. Die quadratische Verteilung der Streckenlast ¢(§) wird ebenso wie
die Verschiebung iiber die Formfunktion (334) auf der S. 121 beschrieben:

4qi
45(1—@5(25—1)} o | =NTT (1282)

qk

q(§) = { 1 — 3¢+ 2¢2

gi, ¢; und g sind die Werte der Streckenlasten an den drei Knoten des Ele-
mentes. Einsetzen in fé qudz fihrt zu:

l 1 1
/ vgdr =1 / NTGNTgds =571 / NNTqd¢ (1283)
0 0 0
N——

Fyq

Fiir den Vektor o gilt: (0)7 = [vi|v; |vx]. Das dyadische Produkt NNT
hat folgende Form:
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1 — 3¢+ 2¢2

=t
=
~

§(26-1)

1—6£64+136% —126% +4¢4

46 —166%+208% — 8¢t

71

1601 - ¢) [1—35+25245<1—5>f(%—ﬂz

—£+58 -8 +4¢!

46 —166% +20¢6% — 8¢t

1662 —32¢€% +16¢*

—4€% 41283 8¢t

—E+56 86 +4¢

—4&2 41283 —8¢t

52_4§3+4€4
(1284)

Die Integration iiber die Elemente von (1284) fithrt auf die Knotenkréfte, die
aus der Streckenlast hervorgehen:

- l
Fq: Fj = % 2 16 2 q; =
Fi -1/ 2| 4 qx

(® SchnittgroBen

30

dqi+2q; — qr

2q; +16q; +2qi

—q¢+2q; +4q
(1285)

Das Moment wird nach (1273) und (489) auf der S. (183) beschrieben als:

de 1d6
M —EI% = EIId—§

El%[0_3+4€04(1—2§)0—1+4€}6

=EIBT ¢ =

(1286)

Die Querkraft ergibt sich aus (470) auf der S. 179 und (1273) zu:

Q==Gy==GBlv
Mit (1277) erhédlt man:
AG
Q=22
Vel

(1287)

l{—3+¢Q‘(—1+3§—2§%z‘4(1-2@‘4(—1+{)§ﬂ—1+4ﬂ(1—2§)a]ﬁ

(1288)
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Diese quadratische Verteilung im Element wird durch eine lineare Funktion
ersetzt, die die Werte an den beiden GauBpunkten bei &7 = 1/2(1 — 1/3+/3)
und &77 = 1/2(1 + 1/3+/3) durchliuft. Dies fithrt auf folgende Funktion:

1—45‘ (—1+¢) l} v (1289)

2

Q= % [3—45\ (%—5)!\4(—1+2£)

Die Schnittgrofien an den Knoten ergeben sich aus (1286) und (1289) als:

18 41 | 24| 41 6 | —21 v; Qi
%72 »x72 x]2 . .
0 | —1851%| 0 | 245 0 | —651 0; M;
BEI| 6 l 0 41 —6 l vj Q;
PE B » -
” 0 | —651* | 0 0 0 | 65 0; M;
-6 —20 | 24 41 | -18 | 41 Ok Qr
%72 x]2 x 72
|0 65 0 | =245 | 0 | 1857 || 6 | | My |
(1290)

© A.6.9 Balkenbeispiel IX

Umformung des Vorfaktors der Steifigkeitsmatrix
In (484) auf der S. 182 tritt in der Steifigkeitsmatrix des Timoshenko-Balkens
ein Vorfaktor auf. Es wird dieser Vorfaktor wie folgt umgeformt:

AG _ 1 AGPEI_ 5 EI

4l 4 EI 1B 4x 3

—
B

Die Grofle f nennt man den Schlankheitsgrad des Balkens.

(1291)

Steifigkeitsmatrix des Elementes

Bei der Einteilung des Kragbalkens in ein Element treten die Freiheitsgrade
v1, 01, vo und O auf. An der Einspannstelle bei = 0 ist die Durchbiegung v
wie auch die Verdrehung ¢; Null. Damit treten als unbekannte Verformungen
die Durchbiegung vy und die Verdrehung 62 an der Stelle z = [ auf. Bedingt
durch v; = 07 = 0 werden aus der Steifigkeitsmatrix, die gleichzeitig die Ge-
samtsteifigkeitsmatrix ist, die ersten beiden Zeilen und Spalten gestrichen. Es
bleibt damit folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung der Verformungen
iibrig:

186 H
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ﬁ EIl 4 ‘ —21 V2 FQ

3
4 —21‘(1+4%ﬂ2 vo 0

Il
Il
M3y

(1292)

Die linear verteilte Streckenlast des Balkens wird nach (488) auf der S. 183
in Krifte umgerechnet. Fiir Knoten 2 erhélt man:

l l 1

Fo==(q1+2q)==(0+2q) = =ql (1293)
6 6 3

Die zweite Komponente des Belastungsvektors F ist Null, da aus der Um-

rechnung der Streckenlast ¢ keine Momente hervorgehen.

Durchbiegung am Ende des Kragbalkens

Die gesuchte Durchbiegung oo = vy E I/(ql*) wird aus (1292) berechnet,
indem (1293) in (1292) eingesetzt wird. Auflerdem wird die Gleichung mit
4 513/(B E I) durchmultipliziert:

4 ‘ —21 v 4 411
2 | Jdxal | D (1294)

—21\(14-4g)ﬂ e | 3PEL] o

K g bl Fg

Das Gleichungssystem K g5 = Fg wird durch Inversion von K 4 gelost. Fir
die Inversion einer symmetrischen 2 x 2 Matrix A gilt:

(1295)

Als Faktor vor der invertierten Matrix tritt im Nenner die Determinante
|A| = ac —b? auf. In der Matrix werden die beiden Hauptdiagonalelemente
vertauscht und die Nebendiagonalelemente mit (—1) multipliziert.

B (1+4g)ﬂ‘2z
T 1602 91 ‘4

(1296)

—

Mit K ;1 Fy = o erhiilt man die Verformungen:
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w | B (1+4g)12 20 | aseqr | 1]
s 16 512 91 ‘4 3BEL |
Lgr | (1+4z) 2 20 || 1] 1 g | (1+45)0
12E1 91 ‘ 4 0 12F1 9
(1297)
Damit ergibt sich die gesuchte Durchbiegung v zu:
1 ql4 >
=——(1+4-
2 12EI< + 6)
EI 1 > 1 1
Vo — —=—11 4— = — _— 1298
() U2ql4 12< + ﬁ) 12+3ﬁ ( )

Die Durchbiegung v5 setzt sich aus zwei Anteilen zusammen. Der Summand
1/12 ist der Biegeanteil und (1/3) (s¢/8) beschreibt den Schubanteil in der
normierten Durchbiegung. Fiir sehr schlanke Kragbalken (5 — 00) verschwin-
det der Schubanteil. Wihrend der Schubanteil bei einem Element die exakte
Losung wiedergibt, ist der Biegeanteil mit einem Fehler von 9, 1% versehen.

(» Biege- und Schubanteil gleich groB
Gesucht ist das Verhéltnis i/l bei dem Biege- und Schubanteil gleich grofl in
0y sind. In (1298) tritt der Schubanteil mit (1/3) (3¢/8) auf. Fiir den Recht-
eckquerschnitt (3 = 6/5) ergibt sich mit v = 1/4:

lx 1 6EI 2E2(01+4v) th? 1 (hY C1

33 35AGE2 5 E  12thi? 15<z>( ) =5 (1299)
h 15 1

Y e 1

I 121+ % (1300)

Der Anteil aus Biegung und Schub ist gleich grof}, wenn Hoéhe und Lénge
des Kragbalkens gleich grof§ sind. Einschriankend ist zu sagen, dafl dies von
der Anzahl der Elemente abhéngt, da der Biegeanteil noch mit einem Fehler
versehen ist. Der exakte Biegeanteil betriigt 11/120. Bei einem Verhiltnis von
h/l = 1 ergibt sich daraus eine Querkontraktion von v = 3/8 = 0, 375. Nimmt
man eine Querkontraktion von v = 0,3 an, so éndert sich das Verhéltnis von
R/l zu /715/26 = 1,028.
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A.6.10 Balkenbeispiel X

Erstellung der Netze und Durchfiihrung der Rechnungen

Die Rechnung mit 1, 2, 4 und 8 Elementen fiihrt fiir das zwei- und dreiknotige
Element zu normierten Durchbiegungen an der Stelle z = [, wie sie in der
Tab. A.7 dargestellt sind.

Tabelle A.7. Normierte Durchbiegung v an der Stelle x = [ fiir unterschied-
liche Elementanzahlen und dem zwei- bzw. dreiknotigen Timoshenko-

Element
Anzahl Elemente
Elementtyp
1 2 4 8

. B 1 1 3¢ A7 1 3¢ 93 1 3¢ 4495 1 3¢
zweiknotig 5135 To2t55 Tooat355 o153 T35

. . 13 | 1 211 |, 1 3379 | L 54067 | L
dreiknotig i1 T35 2301 T35 36864 T 373 sosod T 37

An der exakten Losung 0e; = 11/120 + 1/3 (5¢/3) kann man ablesen, dafl
schon bei einem Element der Schubanteil in der Durchbiegung exakt be-
schrieben wird, was fiir den Biegeanteil nicht zutrifft.

Konvergenzverlauf
Fiir die Verschiebungen nach Tab. A.7 wird mit der exakten Losung e,
folgender Fehler definiert:

UVFEM — Ve
Ey = |—————1100 (1301)
Ue./lf
5 q
%]
8 1 4
: 7
§ Y
1071 4
M 1Tl
& hg==t = =l
e ~ EmI |
8% w0z TV e
S
,_ GAP
£ T
) —o o .
g 107 RS > / Bild A.31. Fehler in der nor-
Ver = 795733 o o o mierten Durchbiegung © des
Timoshenko-Balkens in Abhéng-

T T igkeit von der Anzahl Elemen-
! 2 4 8  te (/B = 1/4 = h/l = 1 bei

Anzahl Elemente v=1/4)

186 H
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In Bild A.31 ist dieser Fehler in der Verformung in Abhéingigkeit von der
Elementanzahl dargestellt. Die obere (untere) Gerade ist dem zweiknotigen
(dreiknotigen) Element zugeordnet. Die Geraden stellen Ausgleichsgeraden
durch die Punkte dar, die nach Tab. A.7 und (1301) berechnet wurden. Sie
lassen sich durch folgende Funktionen beschreiben:

5,3147

L7701

0, 7936
’fL4

% zweiknotig

&5 = (1302)

% dreiknotig

Der Fehler nimmt beim zweiknotigen Element nahezu quadratisch mit stei-
gender Elementanzahl n ab. Beim dreiknotigen Element hingegen fillt der
Fehler mit der vierten Potenz von n.

SchnittgréBen

Die Schnittgrofen sind fiir das zweiknotige Element nach (490) auf der S. 183
bzw (491) im Element konstant. In der Tab. A.8 sind die Querkrifte in
Abhéngigkeit von der Elementanzahl fiir das zweiknotige Bernoulli-Element
und das zwei- bzw. dreiknotige Timoshenko-Element zusammengefaf3t. Der
exakte Wert der Querkraft lautet: Q(z = 0) = Q(z = 0)/(ql) = —1/2.

Anzahl Elemente

Elementtyp ) 5 1 S

zweikn. (Bernoulli) —> 30%  —3 75%  —120 1,88% ——af 0,47%
zweikn. (Timoshenko) —3% 33,33% —35 8,33% —5¢ 2,08% —33r 0,52%
dreikn. (Timoshenko) —<5 16,67% —23 4,17% ——L 1,04% —232 0,26%

Tabelle A.8. Querkrifte und deren Fehler an der Stelle x = 0

Die Tab. A.9 enthélt die Momente in Abhéngigkeit von der Elementanzahl fiir
die dort angefiithrten Elementtypen. Der exakte Wert des Momentes lautet:
M(x =0)=M(z=0)/(ql%) =1/3.

Anzahl Elemente

Elementtyp ) 5 1 S

zweikn. (Bernoulli) L 10% 4 1,25% 22 0,16% me 0,02%
zweikn. (Timoshenko) & 50% o5  3,44% 202 18,36% s=  9,33%
dreikn. (Timoshenko) L 12,5% 2%  1,56% =  0,20% 1255 0,02%

Tabelle A.9. Momente und deren Fehler an der Stelle z = 0
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100
=

T -
'= < Timoshenko e—s

‘E ‘S 51 N O Timoshenkoe—e—a

@l \\\\\\ O Bernoulli e—e
\:E“ N ~

gﬁ 14 ---- Moment

: —— Querkraft
<

s

Sl . N

3 v B
| 4 \\\‘\
el o014 f T o PN

] hp=—2 " =l M=— AR
= | : d
& ~_Q AANN
o Q= a RN
0,01
1 9 ) Bild A.32. Fehler in
den Schnittgroflen beim
Anzahl Elemente Kragbalken

In Bild A.32 sind die Ausgleichsgeraden fiir die Fehler in Querkraft und Mo-
ment in Abhéngigkeit von der Elementanzahl dargestellt. Die durchgezoge-
nen Linien geben die Querkrifte und die gestrichelten Linien die Momente
wieder. Die Ausgleichsgeraden der Querkraftfehler Eg fithren auf folgende
Funktionen:

30
ﬁ% zweiknotig (Bernoulli)
100 . . .
o = 3—2% zweiknotig (Timoshenko) (1303)
n
50 . . .
%  dreiknotig (Timoshenko)
3n?

Die Konvergenzordnung der Querkraft der drei betrachteten Elementtypen
ist identisch, denn sie ist quadratischer Natur. Daher verlaufen die Geraden
parallel zueinander. Das beste Verhalten zeigt das dreiknotige Timoshenko-
Element. Die Ausgleichsgeraden der Momentenfehler £5; kénnen wie folgt
beschrieben werden:
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1
—2% zweiknotig (Bernoulli)
n
4,4
54,4780 68177830% zweiknotig (Timoshenko)
nY
= 1304
Enr 66,5489, otio (Timoshenko) fi ) (1304)
~00110 /0 zweiknotig (Timoshenko) fiir n >
12,5 . ) )
3 % dreiknotig (Timoshenko)
n

Die Konvergenzordnung des zweiknotigen Bernoulli-Elementes und des drei-
knotigen Timoshenko-Elementes ist von dritter Ordnung, d.h. diese Elemente
konvergieren sehr schnell gegen die exakte Losung mit steigender Elementan-
zahl. Das zweiknotige Timoshenko-Element hingegen hat nicht einmal eine
lineare Konvergenzordnung. Legt man die Ausgleichsgeraden durch die Punk-
te fiir Elementanzahl n > 1, so verbessert sich die Konvergenzordnung ein
wenig und die Gerade verliuft exakt durch die Stiitzstellen.

© A.6.11 Balkenbeispiel XI

Die exakte Schubspannungsverteilung 7 = 7 (y) fiir einen Rechteckquer-
schnitt ist in Bild A.33 dargestellt und stellt sich als quadratische Funktion
dar:
90 \2
=1, {1 - <Ty> } (1305)

o Lol NG .

Bild A.33. Schubspannungsverteilung iiber die
/7 (y) Balkenhshe bei einem Rechteckquerschnitt mit
Y der Dicke b

Die maximale Schubspannung 7,,, die bei y = 0 auftritt, &8t sich iiber die
Querkraft @) ausdriicken und es ergibt sich:

h

Q= [ r@daa=s /5 L (2N ay = 2o, = 2a
—ATy = 0Tm h y—3 Tm—g Tm

_h
2

3
Tm = =

2

| O

(1306)

o]
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Damit erhélt man die Schubspannungsverteilung als Funktion der Querkraft

Q:
2y .
1—(== 1307
(%) ] (1307)
Die Formé#nderungsarbeit Il fiir die exakte Schubspannungsverteilung
7 =17 (y) lautet mit v (y) = 7 (v) /G:

2 2
=1 [ rqav=Li [ Zaa= 1 [ (39) {1_@@/)] &y

Cbl9Q%8 . 3Q%
_2G4A215h_3E (1308)

Fiir die angenéherte, iiber die Hohe h konstante Schubspannung 7 erhélt man
mit 7 = Q/A,. und 7 = 7/G folgende Forminderungsarbeit:

A 11 Q? 1Q%
IT%, 5/77 ——l/—dA 5514_2,/,4%(1‘4_514%64 (1309)

Gleichsetzen der Forménderungsarbeiten fithrt mit A,, = A/ auf:

Q
A

L3
)

3 Q2 1 Q2 6
= - 131
5AG 2467 T 775 (1310)
A.6.12 Balkenbeispiel XII
Unter Ausnutzung der Symmetrie wird der Balken in zwei Timoshenko-
Elemente eingeteilt:

v =0 @ M @ Y3 = 0
R~
x
1 L 2 L 3
3 6 Bild A.34. Einteilung einer Halfte des

I I I Balkens in zwei Elemente

Elementsteifigkeitsmatrizen
Nach (484) auf der S. (182) ergeben sich die Elementsteifigkeitsmatrizen mit
[ = L/3 fiir Element 1 und | = L/6 fiir Element 2:

187
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V1 91 V2 02
[ 72 121 —79 121 I
AG =\ 72| _ _3px) 12
K, = 120 | 2(1+365) 12 | —12L | 2(1-36%) L* |0y
24 » L
—72 —121L 72 121 g
(122 | 2(1-365) L% | —12L | 2(1+36%) L2 |,
(1311)
V2 02 V3 93
[ 144 121 —144 120 |
AG =72 | _ _ =\ 712
K, - 120 | (1+1445) 22 | —12L | (1-1445) 22 |6y
ML
—144 121 144 —121L vs
> 2 > 2
121 (1 . 1445) 2| —12L (1 + 1445) 2 |6,
(1312)

Die Grofe 3 steht als Abkiirzung fiir AGL?/(E I).

(® Gesamtsteifigkeitsmatrizen unter Beachtung der Randbedingungen
Die Verformungen v; = 0 und ¢3 = 0 sind bekannt, so daf} die entsprechenden
Zeilen aus der Gesamtsteifigkeitsmatrix K, gestrichen werden kénnen. Es

ergibt sich:

0, V2 02 v3
-2(1+36%> 12| —12r | 2(1-365) L2 | 0 1o,
K, = szL ~12L 216 0 —144 |vs
2(1-363)22 | o |3(1+72%)L% | —12L |6
i 0 144 121 144 | vy
(1313)

(® Verformungen

Die Verformungen werden durch Inversion von K , in (1313) gewonnen:
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432 96 I, 144 108 L 0
3 96 L |24 (1+245) 12 4L | 4(74725)L% || 0
S64AGL | 14y AS L 144 60 L M
x 2 x 2
| 108L 4(7+72E>L 60 L 3(11+144E)L [l o]
12 12 o,
AL AL v
_ ﬁAM _ ML — | (1314)
T2AGL | |9 T2EL | |y 6
L 5L ] L 5L ] L VU3 ]

In dem voranstehenden Gleichungssystem spielen nur der Vorfaktor sowie

L1
die dritte Spalte in &K/ eine Rolle. Nachfolgend werden die dimensionslosen
Verformungen betrachtet:

EI EI
Ui = Vi~—=5; 0 = 0i—— 1315
Ve ML (1315)
Vergleich der Verformungen mit der exakten Losung
Die exakte Losung fiir die Durchbiegung lautet:

12 fur0<£<1

g={ OF ) L (1316)
_i+1£_1<£> pir Ll o1
18 2L 2\L 3L 2

Die Verformungen aus (1314) stimmen mit der exakten Losung nach (1316)
iiberein. Die Biegelinie ld8t sich mit Hilfe der Formfunktion nach (470) auf
der S. 179 beschreiben. Dabei ist [; die Lange des Elementes ¢ und z; die
lokale Koordinate des Elementes i. Es ergibt sich:

T T1 1z z 1
R Ngy=-2 fir 0 < = < =
) < 11>”1+11” 6L e
b= (1317)
R VR S L B S B
) 2" 036 121 3°L 2
Aus (1317) erkennt man, dafl im Element 1 (0 < z/L <

1/3) die Biegelinie
exakt beschrieben wird. Im Element 2 (1/3 < z/L < 1/2) wird die exakte
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Biegelinie durch eine lineare Funktion angendhert. Es tritt bei 5/12 L der
maximale Fehler von 5,3 % auf.

SchnittgréBen

Der Balken ist querkraftfrei und weist fiir 1/3 < /L < 1/2 ein konstantes
Schnittmoment auf. Das Timoshenko-Element mufl diese beiden Zustédnde
abbilden koénnen. Das Moment im Element wird iiber (490) auf der S. 183
beschrieben. Fiir die beiden Elemente ergibt sich:

Bl EI ML

1 = 59— — = _— — —

M =3 (02— 1) =3 52 (12-12) = 0 (1318)
EI EI ML

2 = O— — = _— — = —

M =6 (05— 02) = 6 (0-12) = - M (1319)

Der Momentenverlauf wird damit exakt beschrieben. Der Querkraftverlauf
fiir die beiden Elemente nach (492) auf der S. 184:

10 = A7G :3112;1}1 _%(91 —62):

_ % %% _ %%(12“2)} —0 (1320)
20 = % :6113;1)2 _%(92 _93):

zg :2%(5/:—4@—%%14 —0 (1321)

Damit wird der querkraftfreie Verlauf richtig wiedergegeben.

Vergleich der Lésungen bei exakter und reduzierter Integration

In Bild A.35 ist die Verschiebung v an der Stelle x = L/3 fiir die ex-
akt und reduziert integrierte Schubsteifigkeitsmatrix in Abhéngigkeit vom
Kehrwert des Schlankheitsgrades 1/ in einem doppelt logarithmischen Sy-
stem dargestellt. Die Verschiebung v,.q der reduziert integrierten Version
beschreibt die Verschiebung v,.4 = 1/18 exakt. Die exakt integrierte Version
Vey = 63¢/(108 3¢ + () enthélt den Schubfaktor s, obwohl keine Querkraft
auftritt. Zudem ist 0, abhingig vom Schlankheitsgrad S des Balkens. Fiir
kleine Schlankheitsgrade stimmen beide Losungen iiberein. Fiir schlanke Bal-
ken weichen beide Losungen von einander ab. Fiir §— co nimmt U, den Wert
Null an, d.h. der Balken wird unendlich steif.



A.6 Eindimensionale Balkenprobleme

v =
. / red 18
is =
U= BT /’//\ Veg = il
= ML2 T 108x+ 0
~ p=AG s
I El 7
\H/ 10—3 ///
1= /// vy =0 @ M @ w3 =0
1] L L
// (O 0) } 3 } 6 }
10-6 |7
10-7 10° 1073 0,1 1 10 100

1/6

Bild A.35. Zweiseitig gelagerter Balken unter Biegebelastung
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A.6 Zweidimensionale Balkenprobleme

© A.6.13 Balkenbeispiel XIII

(® Elementknotenzuordnung

Die Tab. A.10 enthiilt zum einen die Elementknotenzuordnung. Sie entspricht
der in Bild A.36 dargestellten Numerierung von Knoten und Elementen. Zum
anderen ist fiir jedes Element der Richtungswinkel ¢ aufgefiihrt. Dieser ist in
Bild 5.16 auf der S. 123 definiert. Er wird im Anfangsknoten eines Elementes
im Uhrzeigergegensinn zwischen der globalen xz-Achse und der lokalen Zz-
Achse gezihlt. Die Grofle a ist eine Abkiirzung in der Steifigkeitsmatrix und
ist hinter (532) auf der S. 199 angefiihrt.

Tabelle A.10. Elementknotenzuordnung und Geometriedaten

Element Knoten %) simp cosp A E I a

1 1 2 180° 0 -1
2 3 —45° i L
2 4 -135° -—-i,2 1,2 1 1 1

—_ =
—_ =
—_ =

—_

Bild A.36. Einteilung der zweidimensionalen
Balkenstruktur in Elemente

Steifigkeitsmatrizen
Die Steifigkeitsmatrix ist in (532) auf der S. 199 definiert. Die Spalten und
Zeilen sind iiber die Freiheitsgrade der Knoten der Elemente gekennzeichnet:

A.6

20 |
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1 0 0 | -1 0 0 |ur

0 12 | 6| 0 | =12 | —6 |vy

O 6 2 ®1

U2

0
0 12 6 |v2
4

L 0 —6 0 6 12

6 | =7 —-5| 6 |u

5
716 | 7| =7] 6 |v
1
Ky—2va| 6 6|8 |-6|-6|4 ¢
71 =6| 7|5 |-6|us

-5 | =7 -6] 5 7 | =6 |vs

L6 | 6 | 4| —6|-6] 8 Jes

7T | -5 6 | =7] 5 6 |us2

5| 7 | =6|=7|-=7]—6]v2

1
Ky—2vz| 6 |68 | 6|6 |4 |
7 =7 =6| 7 | -5] =6 |ug

5 | =71 6 | =5 | 7 6 |va

(® Verformungen

(1322)

(1323)

(1324)

Die Knoten 1, 3,4 weisen, wie aus Bild A.36 zu ersehen ist, eine feste Ein-
spannung auf. Daher gilt: uy = v1 = 1 =uz = vy = Y3 = ug = v4 = g = 0.
Zudem wird am Knoten 2 die Verschiebung in y-Richtung behindert, wo-
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raus folgt: vo = 0. Als unbekannte Verformungen bleiben daher die Verschie-
bung us und die Verdrehung ¢ iibrig. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ist eine
(12 x 12)-Matrix. Zur Berechnung der Verformungen braucht aber diese Ma-
trix nicht aufgebaut zu werden. Vielmehr geniigt es, direkt die Untermatrix
zu erstellen, die nach dem Streichen der entsprechenden Zeilen und Spalten
iibrig bleibt. Das sind die Zeilen und Spalten 4 (u2) und 6 (y2).

An den Knoten 2 grenzen alle Elemente der Struktur an, so dafl von allen ein
Anteil in die Untermatrix eingebracht wird:

U2 P2
1)+ [TV + 3vE) | 0 +13v2) +13va) || we || -1
() +[3v2] + [3v3] | (@) +12v2] + (23] || ¢ 1
(1325)

Das Element (usg,us) der voranstehenden Matrix enthiilt den Anteil (1) von
Element 1, [7/4+/2] von Element 2 und [7/4+/2| von Element 3. Entspre-
chend setzen sich die anderen Elemente der Untermatrix zusammen. Daraus
ergeben sich die Beziehungen fiir die Verformungen:

L+3v2 ‘ B2 L (1326)
3v2 \ 4(1++/2) P2 1
uz | 1 41+ v2) \ -3v2 ~1
o 27+9vV2) | 33 ‘ 14+ 1v2 1
1 R —) -0, 352
_ — (1327)
2T+9V2) | 143 0,258

Darstellung der Verformungen

In Bild A.37 sind die Verformungen des Balkensystems dargestellt. Die gestri-
chelten Linien geben die unverformte Struktur wieder. Die durchgezogenen
Linien entsprechen den Biegelinien der einzelnen Balken.
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¢1=0
_ p3=10
~ —-—-— Tangenten an N
x 81 a N Bild A.37. Biegelinien des
den Biegelinien Balkensystems

© A.6.14 Balkenbeispiel XIV

Elementknotenzuordnung

Die Einteilung in Elemente ist in Bild (A.38) dargestellt. Das Element 1 ist
ein eindimensionales Balkenelement. Die Feder wird durch einen eindimen-
sionalen Stab dargestellt, wobei der Stab eine Federsteifigkeit k& aufweist. Am
Knoten 2 tritt eine Inkompatibilitdt auf. Von Element 1 kommend treten
in diesem Knoten die beiden Freiheitsgrade vs und ¢o auf. Von Element 2
kommend nur die Verschiebung des Stabes vy. Die Feder ist damit gelenkig
an den Balken angebunden. Sie fiihrt die Verdrehung (o nicht aus.

e @ U% &

(1] vy
®
3
" T‘ | Bild A.38. Einteilung des Problems in ein eindimensionales
3 Balken- und Stabelement

Elementsteifigkeitsmatrizen

Die Steifigkeitsmatrix des Elementes 1 ist in (401) auf der S. 151 zu finden. Die
Zeilen und Spalten werden mit den Freiheitsgraden der Knoten der Elemente
durchnumeriert, um sie spéter in die Gesamtsteifigkeitsmatrix einsteuern zu
kénnen (f = E1/13):

207
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U1 ©1 V2 Y2

12 61 —12 | 61 |1
K, —f| 6 412 | =61 | 212 | ¢

—12 | —61 12 —61 |ve

61 | 202 | =61 | 412 1o

Die Steifigkeitsmatrix des Elementes

mentes, ist in (267) auf der S. 102 zu finden:

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix

89

(1328)

2, also des eindimensionalen Stabele-

(1329)

Die Anteile der beiden Elemente in der Gesamtsteifigkeitsmatrix sind durch
folgende Klammersymbole gekennzeichnet: Element 1: |- - - |; Element 2: [- - -].

U1 $1 V2 P2 U3
(2] | (61 | =126 | (6£1) | O
6f1) | (4f2) | [=6f1) | [2f3] | 0

97 [ [=12f) | [=6F1) | [12f) + K] | [=6£1) | [-K]

6f1) | [2F12) | [=6f1 | [4f3] | 0

0 0 [—k] 0 [k]

(® Randbedingungen

Feste Einspannung des Balkens am Knoten 1: v; = ¢ =0
Feste Einspannung der Feder am Knoten 3: v3 =0

vy
vy (1330)
P2

U3
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Durch Streichen der ersten zwei und der letzten Zeilen und Spalten aus der
Matrix K, (1330) erhilt man folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung
der Verformungen:

V2 F
= |— (1331)
2 0
Die Verformungen ergeben sich damit zu:
F 3F
— . S 1332
28 kT T Btk (1332)

Mit diesen Verformungen, sowie denen, die sich aus den Auflagern ergeben,
148t sich iiber die Formfunktionen (386) auf der S. 146 die Biegelinie des
Balkenelementes berechnen. Diese und die Langung der Feder sind in der
linken Hélfte von Bild A.39 dargestellt.

r
)
________________ B §ﬂ£
Y RF% = 3?}1219
Rp Fk

T
Bild A.39. Die Biegelinie und Auflagerreaktionen des Balkens

Alternativer Lésungsweg (Ohne Stabelement)
Die Wirkung der Feder wird iiber die Kraft Fy berticksichtigt, die die Feder
auf den Balken ausiibt:

Fr=—kuvy (1333)

Nun ist die Gesamtsteifigkeitsmatrix identisch mit der Steifigkeitsmatrix des
eindimensionalen Balkens. Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen wer-
den aus der Steifigkeitsmatrix die ersten zwei Zeilen und Spalten gestrichen
und die voranstehende Beziehung in die rechte Seite eingesetzt:
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6 ‘ 31 V2 F — kUQ
= (1334)
—31 ‘ 212 ©2 0

2f

Es tritt eine gesuchte Grofie, ndmlich ve auch auf der rechten Seite auf. Das
System 1483t sich aber umformen, so daf§ vo nur auf der linken Seite des
Gleichungssystems erscheint:

S — (1335)

Man erhélt das gleiche Gleichungssystem wie bei der Losung mit einem Stab-
element.

Auflagerreaktionen
Die Auflagerreaktionen ergeben sich aus dem Produkt Gesamtsteifigkeitsma-

trix x Verformungsvektor (K % = F). Die vorhin berechneten Verformungen
werden in den Verformungsvektor u eingesetzt.

12 61| —12 | 61| 0 0
61 | 412 | —61 | 22| 0 0
k k F
12 —61 |12+ 5 —61] -2
f 7 7 5F+k | =
61 | 212 —61 | 412 0 - 3F -
. . Tk . g (Bf+Ek)
- f f - - O -
_3f RFyl
-3 fl s
F - (1336)
SraR | FBIER | = | F
0 0
—k RE,.

Die Auflagerreaktionen sind in der rechten Héilfte von Bild A.39 dargestellt.
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A.6.15 Balkenbeispiel XV

Die Elementknotenzuordnung ist in Bild A.40 gegeben. Der Winkel ¢ ist der
Winkel zwischen der globalen x-Achse und der lokalen, elementbezogenen
Z-Achse. Er wird im Uhrzeigergegensinn drehend positiv gezéahlt.

Y

B

@ —

Ty

7
A
Z1 @ 172 >

Mz Bild A.40. Elementeinteilung und Belastung des Win-
1 kels

Die Tab. A.11 enthélt die Elementknotenzuordnung und Winkel ¢ der beiden
Elemente. Ebenso deren Langen [, Querschnittsflichen A, Elastizitdtsmodule
FE und Flachentragheitsmomente I.

Tabelle A.11. Elementknotenzuordnung und Elementdaten

Element Knoten ¢ sing cosp | A E 1

1 12 o0 o0 1 1 1 1 1
2 2 3 90° 1 0 1 1 1 1

Steifigkeitsmatrizen
Die Steifigkeitsmatrix des zweidimensionalen Balkenelementes ist in (532) auf
der S. 199 zu finden:

U1l U1 Y1 U2 U2 P2

1 0 0 | -1 0 0 |w
0 12 6 0 | -12| 6 |un
K, = 0 6 4 0 —6 | 2 |¢1 (1337)
-1 0 0 1 0 0 |ue
0 |-12| -6 O 12 | =6 |vg
L 0 6 2 0 —6 | 4 ]

207
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U2 V2 ©2 us3 U3 ©3
12 | 0 6 —12| 0 | =6 |us
0 | 1]0] 0 |=1|0 |uv
Ky—| 6] 0] 4] 6 |0]2]p
—12 | 0 6 12 0 6 |us
0 | -1] 0] 0 | 1|0 |uv
L6 0| 2| 6 | 0] 4 g

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, geht aus der Uberlagerung der beiden Ein-
zelsteifigkeitsmatrizen hervor. So ergibt sich das Element (vq, v2) der Gesamt-
steifigkeitsmatrix aus der Addition der Elemente der Zeile v und Spalte v
von Element 1 |12] und Element 2 [1].

93

(1338)

K, =
uy V1 P11 u2 U2 ®2 us v3 ¥3

M1 0] 0] |—1] 0] 10] 0 0 0 Ju
o] | [12] | 6] L0] [—12] 16] 0 0 0 |u
L0] L6] [4] 10] [—6] 12] 0 0 0 |1

(=1 | o] 0] | [1J+712] | [0J 40T |[0]+[=6]|[-12] | [O] | [=6] |us
0] |L1=12) |[=6] | [0J+T0] | [12] 4+ [1] |[=6]+ ][0T | [O1 |[T=11 | [OT] |w2
L0] L6] [2] | 0] + =61 |[=6] + 0T | [4]+ [4] [61 [01 21 | 2
0 0 0 [—12] [0] 16] [12] | [0] [6] |wus
0 0 0 [01 [—1] [01 [01 [1] 01 | ws
0 0 0 [—6] [0 [21 [61 [0] 41 1es

(1339)

(® Randbedingungen
Die festen Einspannungen in den Knoten 1 und 3 haben zur Folge, dafl
gilt: uy=v1=p1=us=v3=¢3=0. Zudem fesselt das Auflager im Knoten 2 die
Verschiebung vy. Es bleiben als Unbekannte die Verschiebung us und die
Verdrehung oo iibrig.
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Verformungen

Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der
unbekannten Verformungen erhilt man, indem in der Gesamtsteifigkeitsma-
trix die Zeilen und Spalten 1,2,3,5,7,8,9 gestrichen werden. Man erhilt
folgendes Untergleichungssystem:

= |— (1340)
—6‘ 8 Y2 1

Die Verformungen aus (1340) werden durch Inversion der Koeffizientenmatrix

gewonnen:
186 |]o 1| 6 u
= — === ? (1341)
613 | |1 13 02

Darstellung der Verformungen

In Bild A.41 sind die Biegelinien der Balken dargestellt. Sie sind mit der
Gleichung fiir die Formfunktionen (512) auf der S. 194 berechnet worden.
Die strichpunktierten Linien geben die Tangenten bzw. Verdrehungen in den
Knoten wieder.

Bild A.41. Biegelinien und Tangen-
ten in den Knoten des Balkensys-
tems

SchnittgréBen
Die Schnittgréfen werden aus der Beziehung K, % berechnet. K, ist die Stei-
figkeit des Elementes i und % ist der Verformungsvektor des Elementes i.
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3
17, -2 -3
1F,, 39 39
vy 13 1 13
Element 1 : S QU R Z o (1342)
., 2z 3
£, -39 -39
M, o 26
] 10 . L
g, — 2 -3
°F,, 0 0
2M. 4 1 8
Element 2 : | - 17 =3l (1343)
3
2p, 3 3
°F,, 0 0
| M ][ e | -5 ]

(® Auflagerreaktionen
Die Auflagerreaktionen lassen sich auf zweierlei Weise berechnen. Zum einen
tiber die Gesamtsteifigkeitsmatrix K u = F. Zum anderen sind sie in den
Schnittgrofien enthalten, da fiir das Gleichgewicht an jedem Knoten gilt:

BF; =3 IF, (1344)
J

Der Vektor der Reaktionsgrofien Rf'i am Knoten 7 stellt sich als Summe iiber
alle Vektoren der Schnittgrofien JF; dar. Die Summation erstreckt sich iiber
alle Elemente, die an den Knoten ¢ angrenzen.

In Bild A.42 sind die Schnittgréfien und Reaktionsgréfien angefiihrt. Betrach-
tet man z.B. den Knoten 2, so gilt:

3 -3 0 0
L2 . 1| 1
fEy = ZJFQ = 'F47F, = 31 -39 +3—4 = —3—2 = | fF,,
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0y = & = |70

)

2 _ 3 _R
Fzg—ﬂ— Fltg

®

1 _ 39 _R
Fy, =351 ="Fy,

12| = & = 7| ®
il

<)
_ 3 :
Wy = 8= I Foa =31 Fea| = 54

|1Fy2| = %

M,y = 2 27, — A

Bild A.42. Schnittgréfien und Auflagerreaktionen

(1345)

© A.6.16 Balkenbeispiel XVI .

Bild A.43. Symmetrische
2D-Balkenstruktur und das
FE-Modell

(® Einteilung in Elemente, Randbedingungen und Belastung
Das Problem ist symmetrisch bzgl. der z- und y-Achse. Daher wird nur ein
Viertel der Struktur in der Rechnung beriicksichtigt, d.h. in ein Balkenele-
ment eingeteilt. Dieses ist in der rechten Héilfte von Bild A.43 dargestellt.
Die Verschiebungen w1, v, sowie die Verdrehung ¢ des Knotens 1 sind aus
Symmetriegriinden Null. Beim Knoten 2 ist aus Symmetriegriinden nur eine
vertikale Verschiebung v, moglich. Die Belastung wird halbiert.

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix nach dem Einbringen der Randbedingungen
Als unbekannte Verformung tritt nur die Verschiebung vy auf. Daher wird
von der Steifigkeitsmatrix nach (532) auf der S. 199 nur das Element kss
benétigt. Mit [ = 2L, s = ¢ = 1/2 V2:
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E 2 .2 2 \/ﬁE
k55=—(Al s“+12¢ I): e

3 (AL* +61) (1346)

Verformungen
Zur Bestimmung der Verschiebung v, tritt auf der rechten Seite die Belastung
F/2 auf:

V2FE

T (1347)

F V2F L3
2 — -
(AL +6[)’U2— 2#’02 E(ALQ—I—GI)

Horizontale Auflagerkraft im linken Lager

Die horizontale Auflagerkraft #F,, gewinnt man aus der Beziehung K g U= F.
Da nur fF},, gesucht ist, benstigt man von K , bzw. K nur die erste Zeile. Im
Verformungsvektor « ist nur das fiinfte Element, ndmlich vy, ungleich Null.
Damit wird von K nur das Element k15 benttigt:

2F
k15:(—A12+121)sc:%(12]—2AL2)
Rp 2LF AL?—61
Fl :k1502:@(121—2AL2) \/— - 0
2 8 L3 E(AL?Z+61) 2(AL2+61)
(1348)

Darstellung der Biegelinie

In Bild A.44 sind die Biegelinien der vier Balken als durchgezogene Linien
dargestellt. Die gestrichelten Linien geben die unverformte Lage der Balken
wieder. Es ist deutlich zu erkennen, daf} sich an den Knoten keine Verdre-
hungen einstellen und die rechten Winkel in den Ecken erhalten bleiben.
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N Bild A.44. Die Balken in unverformter
Lage (gestrichelte Linien) und die Biege-
linien der Balken. Angenommene Werte:

F F=L=A=I=E=1
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A.7 Scheibenprobleme 99

A.7 Scheibenprobleme A.7

23 |

Elementknotenzuordnung

Der Kragbalken wird in ein Dreiecksscheibenelement eingeteilt wie es in Bild
7.11 auf der S. 234 bzw. in Bild A.45 dargestellt ist. Daraus ergibt sich fol-
gende Elementknotenzuordnung:

Tabelle A.12. Elementknotenzuordnung

Element Knoten 1 Knoten 2 Knoten 3 x21 @32 31 Y21 Y31 Ys2

1 1 2 3 1 -l 0 L p =r

2 2

Die Tabelle enthélt die Gréflen z;; und y;;. Sie treten in der Steifigkeitsmatrix
auf.

Gesamtsteifigkeitsmatrix

Die Elementsteifigkeitsmatrix ist in (573) auf der S. 220 zu finden. Es wird
direkt die Gesamtsteifigkeitsmatrix K , erstellt, die sich nach dem Einbringen
der Lagerungsbedingungen ergibt. Es sind nur die Verschiebungen us und vy
unbekannt, so daf K , €ine 2 x 2 Matrix ist.

ug V2

S Eht 9 0

— U2
K, =13 =) (1349)

1—v | v

Verformungen

Die Verschiebungen lassen aus K 4 = F' berechnen:

Eht 2 ‘ 0 uz | |0 I Fil4v) | 0
41(1-v?) 0‘1—V V2 F V2 Eht 4
(1350)

Die Verformungen im Element lassen sich mit Hilfe der Formfunktionen N
aus (563) auf der S. 217 beschreiben als:



100 A. Lésungen zu den Ubungsbeispielen

u1

U1

‘Lg‘ 0 Uo
(1351)

0 ‘Lg (%)

u3

U3

Betrachtet man nur die Verformungen auf den Réndern des Elementes, so
verschwindet jeweils eine Dreieckskoordinate. Fiir den eingespannten Rand
zwischen den Knoten 1 und 3 gilt: Ly = 0. Die Verformungen auf diesem
Rand lauten damit:

Yi

Bild A.45. Verformungen des Kragbalkens

0
—| (1352)

olo|=|o oo
|

Die Elementkante weist entsprechend der vorgesehenen Einspannungsbedin-
gung keine Verformungen auf.
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Die Kante zwischen Knoten 1 und Knoten 2 hat die Dreieckskoordinate
Ls;=0.

"
0
| Ll‘O‘LQ‘O‘O‘O Fl(l—i—u)i_Fl(l—i—V) 0
v | O‘Ll‘O‘Lg‘O‘O Eht | 4| Ebt |y,
0
0
- (1353)
Nach (77) auf der S. 40 gilt:
@ = Lywy + Lows = L10 + Lowy = Loz = LQ:ajﬁ2 (1354)
@ziﬂﬁ}fwv:ug:zx% (1355)

Die Durchbiegung nimmt also linear mit der Koordinate x zu. Die Kanten
des Elementes bleiben auch im verformten Zustand gerade. In Bild A.45 sind
die normierten Verformungen dargestellt.

© A.7.2 Scheibenproblem 11

(® Elementknotenzuordnung

Die Feder wird nicht als Element formuliert, so dafl nur das Scheibenelement
iibrig bleibt. Die Knotenkoordinaten sind zur Bildung von z;; und y;; dem
Bild A.46 zu entnehmen.

Tabelle A.13. Elementknotenzuordnung

FElement Knoten 1 Knoten 2 Knoten 3 21 32 31 Y21 Y31 Y32

1 1 2 3 l -1 0 l l 0

Steifigkeitsmatrix
Die Steifigkeitsmatrix ist in (573) auf der S. 220 zu finden.

234
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up U1 U9 V2 us U3

(1 0] 0 |-1|-1]1
o200/ 0 |-2

K1=3Et 0O lo0|l2]0]-2]0
—1]o0] 0|1 ]1]|-1
“1]0|-2|1]3|-1

L1 |20 |-1]-1]|3

(® Beriicksichtigung der Feder
Die Feder wird iiber die Kraft Fy, die sie auf den Kragbalken ausiibt, bertick-

sichtigt:

Iy = —uak

FEt x
e = 1k+Et

(® Verformungen

u1

U1

us

V2

us

U3

Bild A.46.

(1356)

(1357)

Verformungen und

Auflagerreaktionen des Kragbal-

kens mit E=t=k=1

Die Knoten 1 und 3 kénnen bedingt durch die feste Einspannung keine Ver-
schiebung ausfiithren. Es gilt: u;=v1=u3=v3=0. Daher werden die ersten und
letzten beiden Zeilen und Spalten in der Steifigkeitsmatrix gestrichen und
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es ergibt sich folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekannten
Verschiebungen:

2 ‘ 0 (15} 0
—-FEt = (1358)
0 ‘ 1 (%] —F — k’l}g
Die Verschiebungen ergeben sich zu:
4F
= T = -—— 1
us O,UQ 4k+Et (359)

Die verformte Struktur ist in Bild A.46 mit £ =t = k = 1 dargestellt, wobei
ein Verformungsmafistab von 1:5 angenommen wurde. Die Langsverschie-
bung us ist Null, da mit einem Element gerechnet wurde.

Auflagerreaktionen
Das Produkt Gesamtsteifigkeitsmatrix x Verformungsvektor hat folgende
Form:

1100 |=1]-1|1 0 1 B,
0210 0|0 |=2 0 T RE,,
Et| 0 0|20 /|-2|0 0 FEt 0 0
Al qfofo 1)1 ] i | dk+ B 1| | —Ftry
-1/0 —2|1 |3 |-1 0 : R,
| 1 |-2]0 |-1 =13 || 0 | T | Py
(1360)

Die Auflagerreaktionen sind in Bild A.46 eingezeichnet. Die Federkraft Fy
ergibt sich zu:

FEt 4k F

I R L A L
R Ay o = IkT Bt

(1361)

A.7.3 Scheibenproblem 111

Es wird ein Kragbalken betrachtet, wie er in Bild A.47 abgebildet ist. Fiir
dieses Beispiel wird die FE-Losung mit der Losung nach Ritz und der ana-
lytischen Losung verglichen. Dabei wird die Antimetrie des Problems aus-

234
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o

Il 4 AT T A
= Lol
2
Bild A.47.  Einteilung eines
Kragbalkens in zwei unter-
‘ ‘ schiedlich feine Netze. Symbole:
; L | L,t, B, F,v=0

genutzt. Es mufl daher nur eine Hilfte des Kragbalkens betrachtet werden.
Diese wird in 8, 32 und 128 Dreiecksscheibenelemente eingeteilt. Die Knoten
auf der Symmetrieachse erhalten infolge der Ausnutzung der Antimetrie eine
Randbedingung u=0. Fiir die Losung nach Ritz werden Polynome zweiter
und dritter Ordnung verwendet.

Die analytische Lésung
Die Durchbiegung an der Kraftangriffsstelle ergibt sich zu:

v(ix=L,y=0)=

FI? FL FI3 /(1 ET
= ( ) (1362)

sEI CAG T B \3 T AGe

Der erste Term in (1362) beschreibt den Biegeanteil. Der zweite Term den
Schubanteil. s ist der Schubfaktor mit » = 6/5 fiir einen Rechteckquer-
schnitt. Den Ausdruck AGL?/(EI) bezeichnet man als Schlankheitsgrad 3
des Balkens. Durch Einfithrung des Verhéltnisses f = H/L und der Dicke ¢
148t sich (1362) schreiben als:

v

_FLY FL_F (4 2

SEI CAG TR
_ Et 4 2

Losung mit dem Verfahren von Ritz

Die Verschiebungsfelder « und v werden mit Polynomen zweiten und dritten
Grades beschrieben. Die wesentlichen Randbedingungen sind in Bild A.48
dargestellt. Die Verschiebungen v an der Kraftangriffsstelle, die sich fiir Po-
lynomgrade n = 2 und 3 ergeben, sind in der Tab. A.14 angefiihrt.
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Bild A.48. Lage der wesentlichen
Randbedingungen fiir die Polynome
zweiter und dritter Ordnung sowie
die Belastung

5

féj}«
!
= |
!
/!
=
LN
\i

e G —

R

Fehlerbetrachtung

Die Tab. A.14 enthélt die Losungen fiir die FE- und Ritz-Rechnungen und die
entsprechenden Fehler fiir f = 1/2. Wihrend die Ritz-Losung fiir n = 3 na-
hezu der exakten Losung entspricht, weist die FE-Losung bei 128 Elementen
noch einen Fehler von iiber 3% auf.

Tabelle A.14. Normierte Durchbiegung v und Fehler an der Stelle x=L, y=0
fiir die FEM und das Verfahren von Ritz

FE-Lésung Ritz-Losung
Anz. Elem. o =wvEt/F Fehler Polynomgrad v Fehler
8 21,179 42,45% 2 28,093  23,66%
32 30,922 15,97% 3 36,698  0,28%
128 35,614 3,22%

Der Fehler der FE-Losung kann nach (143) auf der S. 57 wie folgt beschrieben
werden:

H p
log & =log(C*) —plog(n) mit C*=C <3> (1364)
Hierbei ist p die Konvergenzordnung des verwendeten Elementes und C' eine
problemabhéngige Konstante. n ist die Anzahl der Elemente iiber der halben
Hohe H. Eine lineare Regression im doppelt logarithmischen System fiithrt
zu folgendem Zusammenhang zwischen dem Fehler £ und der Elementanzahl

n tiber der halben Hohe des Balkens:

E = 47,09 186 (1365)

Diese Funktion bildet im doppelt logarithmischen System eine Gerade (s. Bild
A .49). Fiir einen Fehler von 1% 148t sich nach (1365) eine Elementanzahl von
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n = 7,94 berechnen. Realisiert werden muf} hierfiir eine ganze Anzahl von

n = 8 Elementen.
50 1
“ (%]
2 -
2 °
3
=
A 101 47,097,186
5}
ks
-—45 =g
< ° Bild A.49. Der Fehler der Verschie-
~ bung an der Kraftangriffsstelle in
T Abhingigkeit von der Elementan-
1 2 4 zahl iiber der halben Hohe des Bal-
Anzahl Elemente n iiber der halben Hohe kens

A.7.4 Scheibenproblem IV

h

l = z Bild A.50. Rechtwinkliges Vierecksscheibenelement mit
l der Anordnung der Knoten

Formfunktionen des rechtwinkligen, vierknotigen Scheibenelementes

Ansatzfunktion
Stellvertretend fiir die Verschiebungen v und v wird fiir die Grofle ¢ folgendes
Polynom als Ansatzfunktion ausgefiihrt:

=T =T

p=ap+arf+am+tazén=d r=2"d (1366)

Dabei haben die Vektoren @ und & fogende Bedeutung:

aq 1
a 3
i=| |, #=| (1367)
as Ui
| @3 | _577_

2]
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® Interpolationsbedingungen
Die Interpolationsbedingungen werden entsprechend der Reihenfolge der Kno-
ten nach Bild A.50 angesetzt:

¢(E=0,1=0)=¢d1 = ¢1 =ao

p(E=1,1=0)=¢2 = ¢p2=0ao+ax
pl=1n=1)=¢3= ¢d3 =ap+ a1 +az+as

d(E=0,n=1)=¢s = ¢4 = ap + a2 (1368)

110010 agp o1
1111010 aq _ (bg (1369)
11111 as o3
110[1]0 as P4
A a 3

Durch die Inversion von A ergeben sich die Koeffizienten der Ansatzfunktion

zu:
100 o] 0]
L R S R R
Adi=¢ = a=4A" "¢ ; A = (1370)
11001
BREEIREN

1000

. -1/ 10 0

N=[1£n£n] =
-1/ 0 0 1
1111
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{1—§—n+€n §1—mn)| &n n(l—ﬁ)} (1371)
S— | N | | N —
Ny Ny N3 Ny

Das Bild A.51 zeigt die vier Formfunktionen aus (1371).

0,8 0,8

0,6 0,6

0,4 0.44

0,2 0,2

0,8 4
0.6 04 0,2
n 0,2 3

(b) Formfunktion N

(¢) Formfunktion N3 (d) Formfunktion N4

Bild A.51. Die Formfunktionen des vierknotigen Vierecksscheibenelmentes

(®» Dehnungen und Spannungen
Die Dehnungen der Scheibe werden iiber die Verschiebungen uw und v wie
folgt ausgedriickt:

Exx a% 0
. . u
= ey |=Li=| 0 | & || — (1372)
9 lé] v
Vxy 8_y ox
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(® Dehungs-Verschiebungs-Beziehung
Uber die Formfunktionen nach (1371) lassen sich die Verschiebungen u und
v durch die Knotenverschiebungen ausdriicken:

uy
U1
Uz
- u N1 O‘NQ 0‘N3‘0‘N4 0 V2
U= |—| =
v O‘Nl‘O‘NQ‘O‘Ng,‘O‘N;L us
N U3
Uq
Vg
S
(1373)
Damit konnen die Dehnungen iiber die Knotenverschiebungen berechnet wer-
den:
E=LNu=Bu (1374)
i .
Ox
M| om0 M| o]|m]o
B=| 0|2
o | Lo Imlowlo ] lN
L 9y | Oz
—1 1—
T 0 T 0070
= 0[S 0 5050 5 (1575
-1 | n=l | & | lom | £ n| 1= 1
L h h 1 R h 1
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(® Steifigkeitsmatrix des vierknotigen Viereckselementes
Die Steifigkeitsmatrix erhdlt man aus der Beziehung: K = fv BT DBAv:

8(f+8) | 3f(v+1) 4(=2f*+5)3f (~1+3v)
3f(v+1) |8(Bf2+1) | 3f(1—3v) 4(1-28f7)
4(-2f2+8)|3f(1—3v) | 8(f2+B) |-3f(v+1)
(1-28f%) | =3f(v+1)  8(Bf*+1)
3f(1—3v)

)

o 3f(=1+3v) |4
A= (24 p) | =3f(w+ 1) | 4(F2 - 28)
—4 (B +1)[3f (=1 +30) | 4 (8 — 2
—4(f*+8) | 3f(r+1)
3f(v+1) |—4(8f2+1)

~3f(v+1)
4(f* —28) |3f(~1+3v)
13f(-1—3v)|4(Bf*—2)
=3f(v+1) [4(f*—28) | 3f(1—3v)
—4(Bf*+1)3f(-143v) | 4(B8f* —2)

—4(f*+p5)

=3f(v+1)
4(f*—28) |3f (=1+43v)| =4 (f2+8) | 3f(v+1)

3f(1=3v) [4(Bf?—=2) | 3f(v+1) —4(Bf*+1)
8(fP+8) | 3f(v+1) d(=2f+B)|3f(—1+3v)
3f(v+1) |8(BfF+1) |3f(1—3v) [4(1—-28f7

)
4(=2f7+8) 3f(1=3v) | 8(f*+B) |-3f(v+1)
)

31 (1+30) |4 (1=26/) | =3/ (+1) | 8(5F" +1
(1376)

Die Abkiirzungen in (1376) haben folgende Bedeutung: 8 = (1 —v)/2 ; f =

h/l.
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A.8 Platten- und Schalenprobleme

A.8.1 Vergleich der Platten nach DKT und Specht

In Bild A.52 ist der Fehler der Durchbiegung in Plattenmitte &, angefiihrt.
Es wird aus Symmetriegriinden nur das grau schattierte Viertel der Platte
betrachtet. Die Elementanzahl pro Kante wird beginnend mit 2 bis auf 16
erhoht. Als Elemente werden das DKT-Element [8] und das Element nach
Specht [55] eingesetzt.

-100

WFEM — Weg
Wey

Fehler &, =
=
in

- DKT /]
0,01 T T T

2 4 8 16
Anzahl Elemente pro Kante
Bild A.52. Fehler in der Durchbiegung beim Konvergenztest der Platten nach Specht und
DKT

Die Orientierung der Elemente, die hier iiber die Lage der Dreiecksdiagonale
beschrieben wird, hat einen grofien Einfluss auf die Giite der Ergebnisse. Am
grofiten ist der Einflufl bei der Durchbiegung beim DKT-Element. So weist
dieser Elementtyp bei 2 Elementen pro Kante einen Fehler von 10% auf, wenn
die Diagonale unter 135° N verliuft. Ordnet man die Elemente so an, da8
die Dreiecksdiagonale unter 45° ] auftritt, so reduziert sich der Fehler &,
auf weniger als 1%.

Das Element nach Specht reagiert nicht so empfindlich auf die Lage der Dia-
gonalen. Im Gegensatz zum DKT-Element zeigt es die besten Ergebnisse
beim Diagonalenverlauf unter 135° N,

Das Bild A.53 zeigt fiir einen Diagonalenverlauf unter 135° N die Fehler in
der Plattenmitte fiir die Durchbiegung w &,, und das Moment M,, £y fiir

A.8

25 |
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die Elemente nach Specht und DKT. Im Unterschied zu Bild A.52 beginnt
die Elementanzahl pro Kante hier bei 1 und wird jeweils bis 16 Elemente
erhoht. Die Fehler &, und &£ weisen jeweils eine eigene y-Achse auf. Bei
dieser Lage der Diagonalen zeigt das Specht-Element die beste Durchbiegung
auf. Beim Moment M, zeigt das DKT-Element das bessere Ergebnis. Schon
bei 2 Elementen pro Kante liegt der Momentenfehler bei etwa 1%.

40
(%]

15
(%]

- 100

104
o F5 8
o —~
= 8
" Enr Specht = .
8 8
3 =
I s =<
< 2 Q=
=S 1 [
B 3
3 <
=
. r05
“ 3
g 3
= 0,1 g
= G
=

0,01 T T T ~ 0,05
1 2 4 8 16
Anzahl Elemente pro Kante

Bild A.53. Fehler in der Durchbiegung und des Momentes beim Konvergenztest der Platten
nach Specht und DKT

A.8.2 Beispiel zu einem Schalenproblem 203 H
In Bild A.54 ist das Netz einer Aufnahme angefiihrt, die aus diinnwandi-

gen Blechen zusammen gesetzt ist. Das Netz besteht aus 5818 achtknotigen,
isoparametrischen Schalenelementen’ CQUADS und 52 sechsknotigen Ele-
menten CTRIAG6. Es enthélt 17773 Knoten.

Vergleichsspannung nach von-Mises fiir die Schale
Fiir den raumlichen Fall stellt sich der Spannungstensor g dar als:

!Das Problem wurde mit NX NASTRAN 7.0 gerechnet
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Ogz | Ozy | Oxz

(1377)

Ozy | Oyy | Oyz

Ozz | Oyz | Ozz

Bei der Scheibe, Platte und Schale treten nicht alle Komponenten des drei-
dimensionalen Spannungstensors auf (s. Bild A.55).

feste Einspannung

Bild A.54. Netz und Randbedingungen der Aufnahme®.

oap=Scheibe und Platte (0;; = 0j(2))

e dickwandige
Y| Schale (Platte)

et Bild A.55. Spannungskomponenten von
O22=0 Scheibe, Platte und Schale

Bei der Scheibe bzw. diinnwandigen Platte und Schale treten nur die Normal-
spannungen o, und oy, sowie die Schubspannung o,,, auf. Bei dickwandigen
Platten und Schalen kommen noch die Schubspannungen o, und o, hinzu.

'Solver: NX NASTRAN 7.0, SESTATIC 101- Single Constraint



114 A. Losungen zu den Ubungsbeispielen

Die Normalspannung o, verschwindet in den angefiihrten Féllen. Der Tensor
nach (1377) 148t sich additiv in zwei Anteile zerlegen:

cg=c +d" (1378)

o’ nennt man den Deviator und ¢’ den Kugeltensor. Letzterer enthilt Span-
nungsanteile, die bei duktilen Werkstoffen keinen Beitrag zur Vergleichsspan-
nung nach von-Mises liefern:

1100
o' = . akk% = Z UkkE— (Opz+0yy+022) | 01110
0/0]1
(1379)
Der Deviator ¢’ stellt sich nach (1378) dar als:
Ozz | Ozy | Oz 11010
o =c-0"=| ou |0y |0y | =3O toy+o)| 010
Ozz | Oy | Oz 0101
2050 — Oyy — 02 304y 3042
=3 304y 20yy — Opz — 022 30y:
3042 30y: 20, — Oy — Oyy
(1380)

Ein Tensor zweiter Stufe besitzt die drei Invarianten Jy, Jo, J3. Die zweite
Invariante des Deviators J's mit o, = /3 J’3 bildet die Vergleichsspannung
nach von-Mises:

3
1 1
Jy = 3 01 0% = 5 Z Z ol (1381)

Daraus ergibt sich die von-Mises-Spannung als:



A.8 Platten- und Schalenprobleme 115

oy = \/ng + 02, + 02, — 0220y — 020022 — Oyy0.. +3 (02, + 02, +02,)
(1382)

Fiir den ebenen Spannungszustand (o, = 04, = 0, = 0) ergibt sich:

Oy = \/afm + 02, = 0ps0yy +302, = \/(am — 0yy)? + Oua0yy + 302,
(1383)

Driickt man den Spannungstensor in den Hauptspannungskomponenten o;
und oy7 aus, so ergibt sich im zweidimensionalen Fall fiir o,:

Oy = \/a% +o0%, —ororr (1384)

Trégt man diese Beziehung in der Hauptspannungsebene auf, so fithrt das zu
einer Darstellung, wie sie in Bild A.56 angefiihrt ist.

au/\

Bild A.56. Darstellung der von-
Mises-Spannung in der Haupt-
spannungsebene

Die Kurven im Bild A.56 beschreiben Kurven gleicher von-Mises-Vergleichs-
spannung. Durch die Projektion eines Punktes auf die Achsen erhilt man die
zugehorigen Hauptspannungen o; und oyy.
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(® Verformungen und Spannungen in der Aufnahme
Das Bild A.57 zeigt die Verformungen und die von-Mises-Vergleichsspannun-
gen auf der Oberseite der Aufnahme. Im Detailausschnitt ist deutlich zu
erkennen, daf die hochste Spannung im Ubergang der beiden Rohre liegt.

92,0
I 82,8
73,6
64,4
55,2
I 46,0
36,8
27,6
i
I 9,2
1

0

Einheiten:

mm?

Bild A.57. Verformungen und Vergleichsspannungen nach von Mises in der Aufnahme mit

einem Detailausschnitt

(® Auslegung der Wandstirke der Rohre
In Bild A.58 ist die maximale Vergleichsspannung nach von-Mises in den
Rohren in Abhingigkeit von der Wandstirke der Rohre aufgetragen. Dazu
sind fiir die Wandstérken von 2; 3,5; 5; 6,5 und 8 mm jeweils FE-Rechnungen
durchgefiihrt worden. Die Vergleichsspannungen aus diesen Rechnungen die-
nen als Stiitzstellen fiir eine Approximationsfunktion, die folgendes Aussehen
hat:
G, = 1965,45¢~ 192 (1385)
Fiir eine zulissige Spannung von o, = 200 N/mm? ergibt sich daraus eine
erforderliche Wandstiirke der Rohre von ¢ = 3,29 mm.
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v

von Mises Spannung G,

300+

200+

100+

~ 196545
v t1,92

T T T

Wandstarke der Rohre ¢

4 5 6

117

Bild A.58. Maximale
von-Mises-Spannung in
Abhéngigkeit von der
Wandstéarke der Rohre
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A.9 Raumliches Spannungsproblem

© A.9.1 Beispiel zu einem riumlichen Spannungsproblem

l 333
280
I 260

Q%

220

190

180

A

Bild A.59. Von-Mises Spannungen in den Bolzen und Hebeln

In Bild A.59 sind die Spannungen einer Hilfte des Hebelsystems angefiihrt.
Dies sind drei Bolzen, zwei Hebel und das Anlenkstiick des Hydraulikzylin-
ders. Das Netz der Bolzen besteht aus 36617 Tetraederelementen mit jeweils
vier Knoten. Der Rest ist in 24306 10-knotige Tetraederelemente eingeteilt.
Das Gesamtmodell weist 52011 Knoten auf.

Zwischen den Bolzen und den Hebeln besteht Kontakt ohne Reibung. In der
Buchse A liegt ein Zylinderkoordinatensystem, so daf sich hier eine Drehbe-
wegung ausbilden kann.

Das Bild A.60 zeigt einen Ausschnitt des Hebels, der die maximale Vergleichs-
spannung nach von-Mises aufweist. Das Maximum bildet sich infolge des
Kantentragens des Bolzens auf einer Kante des Auges des Hebels aus. Die
Spannung liegt mit 333 N/mm? nicht mehr im elastischen Bereich.

A9

o |
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I 333
280

240
220

190

180

8

N
Einheiten: ——
mm

Bild A.60. Von-Mises Spannungen im Hebel
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A.10 Ubungsbeispiele zur Stab- und Balkenschwingung 2

A.10.1 Ubungsbeispiel zur Stabschwingung
In Bild A.61 ist ein System aus vier Federn und drei Punktmassen dargestellt.
Gesucht sind hierfiir die Eigenfrequenzen, Eigenvektoren und Schwingungs-

329 H

formen.

k ¢ @
4
My
k ®
&,
my ’
k @
m 13
P
k
fi 51 Bild A.61. System aus vier Federn und drei Punktmassen.
Es ist in vier Stabelemente eingeteilt

Gesamtsteifigkeitsmatrix und Massenmatrix
Die vier Federn werden durch vier eindimensionale Stabelemente abgebildet.
Die Uberlagerung der Einzelsteifigkeitsmatrizen der Stabelemente fithrt auf
nachfolgende Gesamtsteifigkeitsmatrix K :

E|—=k| O] 0] O

-k |2k | -k| O 0
g 0 |—-k|2k|—-k| O (1386)

>
I

0 0 | —k|2k| -k

0| 0] 0 |—-k| Ek

Die Punktmassen des Systems werden auf der Hauptdiagonalen der Gesamt-
massenmatrix M, angeordnet. Da an den Einspannungsenden der Federn
kein Massenpunkt auftritt, ist das erste und letzte Element der Hauptdiago-
nalen 0.
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(ol 000 0]
0/m, 0] 0 |0
My=10]0 |mp, 0 0 (1387)
0/ 0 0 |m|0
0/ 0000

(® Eigenwerte
Die Beriicksichtigung der wesentlichen Randbedingungen fiihrt dazu, dafl aus
K, und M, jeweils die ersten und letzten beiden Zeilen und Spalten gestrl—
chen Werden Daraus ergeben sich K und M Damit erhélt man K - A M

zu:
2k — Amy, —k 0
K,—\M, = —k 2k — Am, —k (1388)
0 k| 2k—Am,

Die charakteristische Gleichung erhélt man aus der Bildung der Determinan-
ten von (1388):

K, — AM,| = (2k — Amp)® —2K*(2k — Am,)

=—mpX* +6kmi N — 10k my X +4k> =0 (1389)

Daraus ergeben sich folgende Eigenwerte:

2 —/2 2 2 2
\/_k; )\Qz—k; )\3: +\/_
mp mp mp

A = i (1390)

(® Eigenfrequenzen
Mit A = w? = (27 f)? erhilt man:

1 [2—V2 / 2+ 2
f1:2— ki fo= i f3= (1391)
™ My My
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Eigenvektoren
Einsetzen des Eigenwertes A1 aus (1390) in (1388) fithrt auf folgendes homo-
genes Gleichungssystem:

V2 =110 Us 0
E|l —1]v2 -1 us | =10 (1392)
0 | =112 Uy 0

1
Yi=t| 2 (1393)
1
Die Normierung des Eigenvektors zu einem Einheitsvektor &, = li/|'i|
fithrt zu:
1
1| T=
1

1
0 P =g | V2 (1395)
V2 1

Schwingungsformen
Mit Hilfe der Formfunktionen N des eindimensionalen Stabes lassen sich die
FEigenformen des i-ten Eigenwertes schreiben als:

iw=NT'g, (1396)

Fiir das Element 2 ergibt sich fiir den ersten Eigenwert:
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1 1
1u:{1—§£]§ ?
1 1 1 1
1u=§(1—§)+§\/§§=§+§(\/§—1)£ (1397)

(® Darstellung einer Endlage der Schwingungsformen
Das Bild A.62 zeigt eine Endlage der drei Schwingungsformen, die man aus
den Eigenvektoren nach (1394) und (1395) gewinnt. Die jeweils zweite End-
lage erhdlt man, indem man in (1394) und (1395) die negativen Wurzeln
nimmt.

Ruhelage Schw.-Form 1 Schw.-Form 2 Schw.-Form 3

N = N
S

Bild A.62. Darstellung einer Endlage der drei Schwingungsformen

© A.10.2 Ubungsbeispiel zur Balkenschwingung

(®» Massenmatrix fiir diskrete Massen
Die konsistente Massenmatrix fiir verteilte Massen nach (783) auf der S. 322
lautet:

M:/ pNNTdV:p/ Ndv (1398)
14 14

Treten aber Massepunkte an den Knoten auf, so entfillt die Integration in
(1398) und es werden die Punkte £ = 0 und £ = 1 betrachtet. Die Massen-
matrix fiir Massepunkte M, lautet dann:

340
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Mp =m; ﬂ‘g:o + m; ﬂ‘ﬁZl (1399)

m; und m; sind die diskreten Massen am Anfangs- und Endknoten. Dabei
wird die Dyade N jeweils an den Stellen betrachtet, in denen die Massepunkte
auftreten:

(11000 ] fololo o] [m 0l olo]
01000 01000 0olol oo
Mp:mi + m; =
01000 01010 00| m o0
(000 0 olojolo] [ olo]o o

(1400)

Eigenfrequenz

Der Balken wird in ein Element eingeteilt. Die Feder wird durch ein Stabele-
ment abgebildet. Die Steifigkeitsmatrizen fiir Balken und Stab stellen sich
dar als:

<

QT. J:% /m
B o 4

¥

(=]
ES

T
= fJ

(=]

Bild A.63. Einteilung des Systems in ein Balken-
und Stabelement

U1 ®1 U2 P2

12 61 —12 61 V1 V2 U3

K]_:J 6l 412 —6l 2[2 ®1 ; KQZfJ 1 -1 V2 (1401)
—12 | =61 | 12 | =6l |v2

61 | 202 | —61 | 412 o

Die Massenmatrix nach (1400) lautet:
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0 0 0 0 U1 V2 U3

Ml — 0 0 0 0 ¥1 ; MQ — 0 0 V2 (1402)
0 O | m/| 0 [vg 0 0 |vs
01000 Jeg

Unter Beriicksichtigung der Randbedingungen v; = ¢; = vs = 0 ergibt sich
folgende Beziehung Kg — AMQ:

. . 124 f | —61 m |0
K,—\M,=J -
—61 | 41? 010
124+ f)J —2Am ‘ —61J
= ( ) (1403)
—61J ‘ 4127
Die charakteristische Gleichung lautet:
K, —AM,| =—4JPmA+ (12+4f)12J* =0 (1404)
Daraus ergibt sich der Eigenwert zu:
3
AL = 3+/ J (1405)
m
Mit A = w? = (27f)? erhilt man die Eigenfrequenz:
1 /(3+ f)EI
- 14
h 27 ml3 (1406)
Ohne Feder (f = 0) ergibt sich eine Eigenfrequenz von:
~ EI
J1=0,276y/ —3 (1407)

Verteilt man die Masse m stetig {iber die Lange des Kragbalkens, so erhélt
man nach (841) auf der S. 338:
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A EI
= 2] —=— 14
f1=0,56 T (1408)

Hierbei tritt, was naheliegend ist, eine hohere unterste Eigenfrequenz auf.

Schwingungsform
Der gefundene Eigenwert nach (1405) wird in (1403) eingesetzt und das ho-
mogene Gleichungssystem zur Berechnung des Eigenvektors gebildet:

9 ‘—61 vy 0
= |— (1409)

—61‘ 472 02 0

J

In der Koeffizientenmatrix in (1409) tritt der Faktor f nicht auf, d.h. die
Schwingungsform ist unabhéngig von der Steifigkeit k& der Feder. Multipliziert
man (1409) mit 1/J durch, so sieht man, dafl die Schwingungsform nicht von
der Balkensteifigkeit J = EI/I® abhiingt.

In (1409) wird gesetzt: w9 = t, t € R. Damit ergibt sich fiir den Eigenvektor:

2
7= =t|-2 (1410)
1

Zur Bestimmung von ¢ wird gefordert: || < 1. Daraus ergibt sich fiir ¢:

3

Einsetzen in (1410):

¢, L 2 £ (1412)
€y = =
NCE TR

Mit Hilfe der Formfunktion des eindimensionalen Balkens nach (386) auf der
S. 146 148t sich die Schwingungsform schreiben als:

~3+¢

s 2
et (1413)

€y = (352 - 253) €y, + 52 (5 - 1)164,02 =
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Der Eigenvektor nach (1412) enthilt bedingt durch den dort auftretenden
Wurzelausdruck die beiden Endlagen der Schwingungsform. Diese sind in
Bild A.64 dargestellt. Wie schon zuvor ausgefiihrt, ist ihre Form unabhéingig
davon, daf} der Kragbalken am freien Ende durch eine Feder gestiitzt wird.

Endlagen der Schwingungsform

ve m

0,5 % /
0,25 ' ;
R
025 0,5 0,75 1

Y Bild A.64. Endlagen der
Schwingungsform fiir { =1
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A.11 Knicken von eindimensionalen Staben und Balken ALl

© A.11.1 Knickbeispiel | (Stab)
Das Beispiel in Bild A.65 besteht aus vier zweidimensionalen Stdben. Fiir

s |

dieses System werden die Knickkréfte und Knickformen berechnet.

Bild A.65. Stibe durch Federn gelagert

(® Steifigkeitsmatrizen im globalen x,y-System
Fiir die Elemente 1 und 2 erhiilt man nach (348) auf der S. 125 mit ¢ = 0
die nachfolgende Matrix:

up/us  v1/vay  usg/us  ve/vs

1 0 -1 0 Uy /usg

Kp, =Kp,=fk| 0 0 0 0 |vi/va (1414)
-1 0 1 0 us/us
0 0 0 0 vy /vs3

Die Steifigkeitsmatrizen der Elemente 3 und 4 mit ¢ = 90°:

ug/us  va/vs  us/uz  ve/vus

0 0 0 0 ug/us

KE;; = KE4 =k 0 ! 0 —1 jwa/vs (1415)
0 0 0 0 us/us
0 -1 0 1 V2 /U3
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Geometrische Steifigkeitsmatrizen im globalen x,y-System
Aus (910) auf der S. 364 erhélt man die globale geometrische Steifigkeitsma-
trix. Fiir die Langskraft P gilt: P = —F'. Der Winkel ¢ betragt 0°:

ul/u2 1)1/1)2 U,Q/u;g ’U2/1)3

0 0 0 0 Jui/us
F
Kg=Kg=7|% | 71| 0 1 |vw/ve (1416)
0 0 0 0 |uz/us
0 1 0 -1 lwva/v3

Die geometrischen Steifigkeitsmatrizen K von Element 3 und 4 sind Null-
matrizen, da die Langskraft P Null ist.

Gesamtsteifigkeitsmatrizen
Die elastische Gesamtsteifigkeitsmatrix K B, ergibt sich zu:

up v Uy UV U3 U3 Ug V4 U5 Vs
Crlol—flololololo]o]olu
0] o0]o0 oloflo]o]| o0 |un
—flol2flol=flo]olo|o0o]| o0 |u
ololol1]olo]o|l=1]0]0 |uw

Ky =k| O [0 =Fl 0| f]0]0]0]0]0 |us (147
ololololol1]o|lo]o]|-1]u
ololololo|lolo|lo|o| o |u
ololof=1]oflo]o|l1|o0o]|o0 |uw
00l o0 olo]olo|o]| o |us
o jojo oo |=1]0oflo0o]o0]|1 v

Die geometrische Gesamtsteifigkeitsmatrix K a, lautet:
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U1 us V2 us U3 Ugq V4

Uy

Uy

U1

u9

V2

(1418)

us

U3

U4

Vg

Us

fithrt auf:

g

g

=Kp, +AKg

Die Gleichung K,

U4 V4 us Vs

U3

us

V2

u2

U1

Ul

— [ I T~ S N R 1 S
S § 8 & 38 § 8 = 38 S
>
—
o|lo|lo|lo|o|T|o|o|o| =
o|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo| o o
—
oclo|lo| fJ|o|lo|lo|~|o| o
o|lo|lo|lo|lo|lo|lo|lo| o o
&z
> —
OOOF_kO\AOOO_
~ |
—
OOf_JOfOOOOO
e
1 I z
OF_kOQOF_kO.I_.OO
~< | ~<
—
Slo| Dol T|lo|lo|lolol o
| ] |
Sl I
ol <« | © o|lo|lo|lo| o o
_ ~<
| o| T|lolo|lolo|lololo
|
2

I
x|

(1419)
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Aus den wesentlichen Randbedingungen ergibt sich: uy = v; = ug = v4 =
us = vs = 0. Damit lassen sich die zugehérigen Zeilen und Spalten aus K,
streichen und man erhélt:

Ug 05 us U3
2 f 0 —f 0 Us
Ey=k| 0 [1=2X57 | 0 | A (v (1420)
—f 0 f 0 Us
0 NG 0 | 1-X5 Jus
Eigenwerte

Die Determinante |K| fiihrt auf folgende charakteristische Gleichung:

2
K| = <fl—k> (F2X* =3kIF XN +K*1?) =0 (1421)

Die Nullstellen von (1421) ergeben die beiden Eigenwerte Ay o :

1 Ik
Mz =3 (3 +V5) - (1422)

Nur der kleinste Eigenwert Ay = 1/2(3 — v/5)IK/F hat eine technische
Bedeutung. Die kleinste Knickkraft ergibt sich daraus als:

1
Fip =M F = 5 (3~ V) 1k (1423)

Eigenform bzw. Knickform des kleinsten Eigenwertes

Einsetzen des kleinsten Eigenwertes Ay = 1/2 (3 - \/E_)> lk/F in die Matrix
nach (1420) fiihrt auf:

[ 27 0 ~f o J[w]| [of
A S G UL CR I K R I R

_f 0 f 0 s v

L0 [3(3-v5) |0 [4(v5-1) [ Lw] o]
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Gleichung (1424) besitzt einmal unendlich viele Lésungen. Daher wird ge-
setzt: v3 = t,t € R. Mit dieser Vorgabe lassen sich die restlichen Verschie-
bungen bestimmen:

Us 0

Vo _, —% (1 + \/5)
U3 0

U3

(1425)

Der Eigenvektor 2@ wird zu einem Einheitsvektor normiert. Aus dieser Be-

dingung 148t sich ¢ bestimmen:

1
Pm:§v6 5+Vit=1=1t=

V2

5+5

Damit erhilt man den Eigenvektor als Einheitsvektor 2¢€,,:

0 0 i
V2 14+/5 —0,851 o
5+5 0 - 0 i3

1 0,526 | | s

(1426)

(1427)

Das Bild (A.66) zeigt die Knickform der kleinsten Knickkraft. Die Knickform
hat bedingt durch das homogene Gleichungssystem (1428) einen qualitativen

Charakter, d.h. die Auslenkungen sind nicht absolut zu sehen.

(» Eigenform bzw. Knickform des groBten Eigenwertes

Bild A.66. Darstellung der Knickform
der kleinsten Knicklast

Einsetzen des groften Eigenwertes Ay = 1/2 (3 +5 \/5> lk/F in die Matrix
nach (1420) fiithrt auf:
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Y 0 ~f 0 s
0| —2-v5 L(3+vE) || v
k
—f 0 0 us
|0 [ 1(3+VB) 1 (1+v8) [ | w
Mit v = t ergibt sich:
[ u9 ] 0
1 ( )
1’[1) = /02 = t _5 \/5 _ 1
us 0
U3 1

1 2
|1ﬂ|:§t\/10—2\/5=1:>t:

10—2+5

Damit erhiilt man den Eigenvektor als Einheitsvektor €,

0

0,526

10 — 25

0

| 0,851 |

Die Knickform ist in Bild A.67 dargestellt.

(1428)

(1429)

(1430)

(1431)

Bild A.67. Darstellung der Knickform
der groBiten Knicklast
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© A.11.2 Knickbeispiel 11 (Balken)

Elastische und geometrische Steifigkeitsmatrizen
Der Kragbalken wird in ein Balkenelement und die Feder in ein Stabelement
eingeteilt:

yl ©O) F

< x
®
— Bild A.68. Einteilung von Balken und Feder in je-
(3] weils ein Element

Mit Hilfe von (923) auf der S. 368 wird der Balken beschrieben. Mit den
bekannten Verformungen u; = v; = ¢1 = 0 und der Tatsache, daf§ die
Langssteifigkeit des Balkens keinen Einflufl auf das Knickverhalten hat, ergibt
sich:

V2 Y2

. 12J—g)\ ‘ —6Jl+£)\ 05

K, = 51 10 (1432)

F 2
— i 4J12 - F
671+ 752 ‘ JIE— =F1 |

Die Feder wird nur iiber die elastische Steifigkeitsmatrix beschrieben. Die
Langskraft der Feder ist Null, so daf§ die geometrische Steifigkeitsmatrix eine
Nullmatrix ist.

(1433)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
Die Uberlagerung der beiden Matrizen fithrt auf:

371
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V2 ©2
6 F F
) 124 )= 250 | 6714 A
i = |2t NI-5 ‘ Tt | (1434)

- = ggir-Lp
6Jl+10)\ ‘ T2 = ZFIN |

(® Eigenwert und kritische Knickkraft
Die charakteristische Gleichung mit |K ol = 0 fiihrt auf die Eigenwerte des

Systems:
- 839+ f)1J 240 (3 + f)12J?
_ 2 _ _
K, =0 = A oF A+ 972 0 (1435)
Daraus ergeben sich die beiden Eigenwerte:
Ao = (156+4fi4\/1116—57f+f2> L (1436)
’ 9F

Es ist fiir die kritische Knicklast Fx nur der kleinste Eigenwert von Interesse:

Fx = AminF = (156+4f 4\/1116—57f+f2>912 (1437)

® Knickkrifte fiir die Eulerfélle I und 111
In (1437) sind die beiden Eulerfille I und I71 enthalten. Eulerfall I ergibt
sich fiir f =0:

EI EI
Fr, (156 4V1116 ) 575 = 248675 (1438)

Die Losung stimmt mit der in (927) auf der S. 369 iiberein.

. ET
Fie, = Jim Fie = oo lim (156+4f 41116 — 57f + f?) - 30—
(1439)
Diese Losung la8t sich leicht mit dem Programm ,, Knicken_Balken“ in -

,,CALL for FEM* verifizieren. Sie weist noch einen Fehler von 48,5 % auf. Cre
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Eigenvektor
Der kleinste Eigenwert A.,;, wird in (1434) eingesetzt und das folgende ho-
mogene Gleichungssystem zur Bestimmung des Eigenvektors o gebildet:

J —488+%f+ﬂ¢‘[—5m+6g—wﬂl w | |0
135 [—576+6(f—z/1)]l‘ 228 + 8 (1 — f)] 12 2 0
(1440)

Daraus ergibt sich der folgende Eigenvektor:

2(f-24-y)l
t 3(f —60) (1441)
1

S
[l

Zur Bestimmung von ¢, t € R, wird der Vektor ¢ in einen Einheitsvektor
tiberfiithrt:

L 3= 60)
t

Mit der Abkiirzung ¢ als:

(1442)

f:¢w4m+@+4ﬂﬁh{mm+8@4+wﬂﬂf+«MG+%w+¢%P

(1443)
Damit ergibt sich der Einheitseigenvektor zu:
€v 1 2 — 24 — l
€y = == Y v) (1444)
o | T 3(f-60)

Knickform

Die Knickform wird mit Hilfe der Formfunktionen des zweiknotigen Balkens
(s. (386) auf der S. 146) gebildet. Bedingt durch die Einspannung (v; =¢1 =0)
gilt:

@:A@%+Jwe¢=l@6+3f_6w“2;l@4+f_4wﬁs (1445)
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Hierin sind die Eulerfille I und III enthalten. Den Eulerfall I erhilt man
mit f =0:

U = 3(1_\/@ i (2\/3__7)5152 (1446)

\/225 + (47 + 8\/3_1> 2

Der Eulerfall I11 ergibt sich zu:

Urpr = lim o= (€ —1)1€2 (1447)
f—o0

Die Endlagen dieser beiden Knickformen wie auch die Knickformen fiir Zwi-
schenwerte fiir f sind in Bild A.69 dargestellt.

0,1
= 0
[}
g
3
S -0,17
g
=
<024
=
[}
o
g 0,34
20
=
T 04
=
,O‘SA

Bild A.69. Knickformen der Eulerfille I und I1I. Fiir f = 60 existiert eine Polstelle

Die Diskussion von o zeigt fiir v = 0 folgende Losung:

—12— f+ 2
84— [+ 41

Fiir f > 24 weist diese Funktion im Intervall 0 < £ <1 eine Losung auf, d.h.
die Knickform besitzt in diesem Intervall einen Nulldurchgang. Die Knickform
selber besitzt fiir f = 60 eine Polstelle. Es existiert hierfiir keine Losung. In
Bild (A.69) sind fiir f = 59,99 und J = 60,01 die zugehorigen Knickformen
dargestellt. Fiir f — oo wirkt die Feder wie ein Auflager an der Stelle £ = 1.
Dies ist dann die Knickform des Eulerfalles I71.

5=0 = £=3 (1448)
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© A.11.3 Knickbeispiel 111 (Dreiknotiges Balkenelement)

Formfunktion des dreiknotigen Balkens
Die Freiheitsgrade des dreiknotigen Elementes sind in Bild (A.70) aufgefiihrt.

Yy
Vi Vj Ye
'/B@' ,/B@. '/I\w‘ Bild A.70. Das dreiknotige Ele-
‘ : ] - > (=2 ment mit seinen Freiheitsgraden.
Ui u; v g I
i J

Der E-Modul FE, das Flichen-
‘ triagheitsmoment [ und die Fli-
f l | che A sind konstant im Element

Die Formfunktionen des dreiknotigen Balkenelementes lassen sich mit Hilfe
des Programmes ,,Balken_1D“ erzeugen und lauten:

Ny =1-23624+666% —68¢* +24¢°
Ny=(1-6&4+1362—12&3 +4¢YH ¢l

Ny =(1-2£6+€%)16¢7

Ny=(—-1+4¢-5624+26%) 8¢6%1

N5 = (7T—34€+52¢% - 24¢3%)¢?

Ne=(—1+5&6—8&2+46% €21 (1449)

Nach (900) auf der S. 360 lassen sich daraus die Steifigkeitsmatrizen *K ;, ’K 5,
und K gewinnen. Zur Erstellung der Steifigkeitsmatrix des Stabes K p mufl
nach (900) das dyadische Produkt N’ (N’)T gebildet werden. Es ergibt sich:

(=3 +4¢)? 0[0|(=3+4€)(4—88|0[0|(=3+4&)(—=1+4¢)|0]0]
0 00 0 00[(=3+4¢&)(-14+4¢) |00
0 00 0 00 0 010
(—34+4¢6)(4—8¢) (0|0 (4 —8¢)? 00 0 010
JV{L(J\”’{L)T:%Q 0 00 0 00| 4—8¢&)(-1+4¢) |0]0
0 00 0 00 0 010
(—34+46)(—1448)[0]0|(4—8¢)(—1+4¢)|0]0 0 0o
0 olo 0 olo (—14+4¢)? 0o
0 00 0 00 0 00}
(1450)

(® Steifigkeitsmatrix des Stabes
Durch Integration iiber die Linge des Elementes in (1450) erhilt man die
Steifigkeitsmatrix °K p, die den Stabanteil im Element wiedergibt:

371
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7 olo| -8 00| 1 0|0]
0 /0/0/ 0 0l0] 00O
0 l0/o/ 0 0l0] 00O
—8/0/0/16 /0|0 -8]0]0

K;;—é—? 0 0/0] 0 [0[0] 000 (1451)

0 /0/0/ 0 0l0] 00O
1/0/0|—=8/0/0 7 0|0
0 l0/o/ 0 0l0] 00O

| 0 0/0] 00 0|00 0]

(® Steifigkeitsmatrix des Balkens
Aus dem zweiten Summanden aus (900) erhiilt man die Steifigkeitsmatrix
'K 1, die den Biegeanteil reprisentiert. Dazu mufl das dyadische Produkt
N/(N")T gebildet werden. Die Integration iiber diesen Ausdruck fithrt unter
Beachtung des Faktors EI zu folgender Steifigkeitsmatrix %K j:

o 0 0 |0 0 0 |0 0 o |

0| 2546 | 5690 |0 | —1792 | 960l |0 | —754 | 121l

0| 5690 | 1661> | 0 | —448] | 1601* | 0 | —1211 | 197

0 0 0 |0 0 0 |0 0 0
'Ky = % 0| —1792 | —4481 | 0 | 3584 0 | 0| —1792 | 448

0| 960 | 1601 | 0 0 6401> | 0 | —9601 | 1601*

0 0 0 |0 0 0 |0 0 0

0| =754 | —1211 | 0 | —1792 | =960l | 0 | 2546 | —5691

0| 121 1912 | 0| 4481 | 1601* | 0 | —5691 | 1661

(1452)

(® Geometrische Steifigkeitsmatrix
Der dritte Summand aus (900) fithrt auf die geometrische Steifigkeitsmatrix
K



A.11 Knicken von eindimensionalen Staben und Balken 141
0 0 0 |0 0 0 |0 0 0 |
0| 1668 | 391 | 0| —1536 | 2400 | 0| —132 | —9I
0| 390 |28 |0 | —481 | =8> |0 91 —512
0 0 0 |0 0 0 |0 0 0
0| —1536 | —481 | 0 | 3072 0 |0]|—1536| 481
0] 2400 | =81 | 0 0 2561 | 0| —2400 | —8I?
0 0 0 |0 0 0 |0 0 0
0| —132 | 91 |0 | —1536 | —240l | 0 | 1668 | —391
0| -9 | =51 |0 48 —81* | 0| —39 | 2817
(1453)

(® Uberlagerung der Steifigkeitsmatrizen
Die Addition der Matrizen *K ;; und K j fiihrt zur elastischen Steifigkeits-
matrix K. Sie enthélt einen Stab- und einen Balkenanteil:

Kp.=——_
=E 710513

[ 245A12 0 0 —280A12 0
0 152761 341411 0 —107521
0 341411 996112 0 —268811
—280A% 0 0 560A1% 0
0 —107521 | —268811 0 215041
0 576011 960112 0 0
35A12 0 0 —280A12 0
0 —45241 | —72611 0 —107521
L 0 72611 114112 0 268811
0 35A12 0 0 1
576011 0 —45241 72611
960112 0 —72611 114112
0 —280A12 0 0
0 0 —107521 | 268811
3840112 0 —576011 | 960112
0 245A12 0 0
—576011 0 152761 | —341411
960112 0 —341411 | 996112

(1454)
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Eulerfall IT

In Bild A.71 ist ein Knickfall dargestellt, der dem Eulerfall T entspricht. Der
Balken ist in ein dreiknotiges Balkenelement eingeteilt.

Bild A.71. Einteilung des Balkens fiir den Eulerfall I7 in ein drei-

knotiges Element

Die untere Einspannung des Balkens (uq = v; = 0) fithrt dazu, daf die ersten
beiden Zeilen und Spalten in (1453) und (1454) gestrichen werden koénnen.
Die obere Einspannung (vs = 0) sowie die Tatsache, daf Langsverschiebungen
keine Rolle spielen, ermoglicht die Elimination der Zeilen und Spalten vier,
sieben und acht. Daraus ergeben sich die beiden nachfolgenden Matrizen:

¥1 V2 ©2 ®3
16612 | —4481 | 16012 | 1912 (¢
v _2ET| 44871 | 3584 0 | 4481 |vo
—F 7 353
160 12 0 | 64012 | 16012 | ¢,
1912 | 4481 | 1601% | 16612 | o3
#1 U2 P2 ¥3
—2812 | 481 812 512 oy
KG:AF 481 | —3072 0 —481 | v,
6301
812 0 | -25602| 812 |
5012 | —481 812 | —2812 |y

Die Addition von KE und KG zZu Kg = KE + )\KG fithrt auf:

(1455)

(1456)
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| 597612E1 — 281°FX\ | —161281E1 + 48 3FA
o _ L | “16128LEI+4SPFA | 12002451 - 3072 12F)
O30 576002 BT 4 814 A 0
| 6S42EI 45PN | 161281E1 —48I3FA
5760 12E1 + 81AFA | G8412EI +51°FA |
0 16128 1ET — 48 13F A

23040 2ET — 256 [*F A

5760 12E1 + 81*F\

5760 12E1 + 81*F\

(® Charakteristische Gleichung
Uber die Determinante |K ;| gewinnt man die charakteristische Gleichung:

EI ET)? EI)3
A — 600—=)\3 + 92400( ) A2 — 3427200( ) A + 25401600

Fi?

F2 l4

5976 I2E1 — 28 1*F A |

F315

Der kleinste Eigenwert aus (1458) hat den Wert:

ET

Amin = 9,8751 ——
Fl

143

(1457)

EI)
El

(1458)

(1459)

Die bezogene Knicklast Fi* = Fx [2/(EI) = 9,8751 weist einen Fehler von

0,056% auf.

® Eulerfall IV

In Bild (A.72) ist ein Knickfall dargestellt, der dem Eulerfall IV entspricht.
Der Balken ist in ein dreiknotiges Element eingeteilt.

F
N
S
~ :: @

F

Bild A.72. Einteilung des Balkens fiir den Eulerfall IV in ein

NN dreiknotiges Element
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Die feste Einspannung im Eulerfall IV fiithrt dazu, daf aus (1454) die ersten
drei Zeilen und Spalten gestrichen werden. Die Einspannung am oberen Ende
ermoglicht das Streichen der letzten beiden Zeilen und Spalten. Die Verschie-
bungen in Langsrichtung beeinflussen die Losung nicht, so daf die Zeilen und
Spalten vier und sieben ebenfalls gestrichen werden kénnen.

Ubrig bleibt die nachfolgende Matrix:

V2 P2
X 256E1 [ 93 | 0
K,=>""—= 2 1460
—E = 3503 (1460)
0 5[2 Y2

Aus der geometrischen Steifigkeitsmatrix nach (1453) werden wie zuvor Spal-
ten und Zeilen gestrichen. Die innere Kraft P wird iiber die duflere Kraft als
P = —F ausgedriickt und in (1453) eingesetzt:

V2 P2
.\ 128 F )\ 121 0
Kr=——— U2 1461
K 3151 (1461)
0 l2 Y2

Die Addition K g+ A K ¢ fiithrt auf die Gesamtsteifigkeitsmatrix K g "

. 198F | 504ET —12F 1%\ ‘ 0

i - (1462)
¢ 3P 0 ‘QOEIZQ—FZ‘*)\

Charakteristische Gleichung
Aus der Determinanten |/ | erhilt man die charakteristische Gleichung:

128 F
31—;3 (504 ET —12F1?X) (OEII> — FI*\) =0 (1463)

Die Nullstellen voranstehender Gleichung ergeben die beiden Eigenwerte:

42FE1 OETI
- Aoy = (1464)

A= 2
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Hiervon ist technisch der kleinere Eigenwert A,,;,, = A1 von Bedeutung. Die
bezogene Knicklast F* = Fg [?/(EI) = 42 weist einen Fehler von 6,4% auf.
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A.12 Beispiele zu Feldproblemen __AL2

A.12.1 Wairmeiibertragungsbeispiel |

389 H

A U=2L

\
!
| A=1tL
\
i

t
f<<1

Bild A.73. Stabrippe bzw. Langsrip-
pe umgeben von einem Medium

In Bild (A.73) sind zwei Formen von Kiihlrippen dargestellt. Die Tempera-
turverteilung in der Rippe wird mit ein und derselben Differentialgleichung
beschrieben. Die Rippe ist von einem Medium mit der Temperatur T}, umge-
ben. Es bildet sich auf den Oberflichen Konvektion aus. An der Stelle £ = 0
ist die Temperatur mit 7 bekannt. Es werden folgende Vereinfachungen ge-
troffen:

Die Temperatur ist nur eine Funktion von &

Die Wiarmeiibergangszahl « ist iiber die Hohe h konstant

Die Warmeabgabe iiber die Stirnfliche der Stabrippe wird vernachlissigt.
Ebenso die Wéarmeabgabe iiber die Stirnseiten und obere Stirnfliche der
Léngsrippe

Q+dQ
l - dQa I
g - Bild A.74. Betrachtung der
* ¢ \Q Warmefliisse an einem Volu-
menelement

Es wird aus den Kérpern (s. Bild A.73) jeweils ein Volumenelement (s. Bild
A.74) der Linge d¢ = dx/h betrachtet. Das Gleichgewicht des Wirmeflusses
Q lautet:

Q- (Q+dQ)—dQa=0 = dQ+dQs=0 (1465)
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Die Ableitung der Fourier’schen Gleichung und die Beziehung fiir die Kon-
vektion® fithrt zu:

dQ | T  dQ.

Einsetzen in Gleichung (1465) ergibt:

£T_Ua

Es wird eine neue Variable ¥ =T — T, eingefiihrt:

29 Ua

Dimensionslose Differentialgleichung
Die Temperatur 9 wird auf Ty bezogen. mit 9 = 9/T; und dx = hd¢ ergibt
sich:

1. d* aU,, - 29 ah % 29 U -

Tt — — T =0;: — — — L9 =0, —— —a=9=

e liae A= e x4 Ve 07’0
~—~

(1469)

Folgende Ansatzfunktion stellt eine allgemeine Losung von (1469) dar:

9= o em"’t + Csy e_mf (1470)

Die Koeffizienten C7 und Cs werden iiber folgende Randbedingungen be-
stimmt:

Ty—T, d9, .
T E€=D=0 (1471)

Damit gewinnt man:

Ci+Ca=g ; Cie™+Coe ™ =0 (1472)

Daraus ergibt sich fiir Cy und Cy

lga = a (T —T.); dQa = qudA = qUdzr; dQo=Ua(T —T.)dz
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o = e~m e
Lo e emd ™3 cosh(m)
em em
Cy = — —g = 1473
2T ey em I T cosh(m) g ( )
Einsetzen von (1473) in (1470) fithrt zu:
— cosh(m(§ —1)) . Ty —1T,
§ =S — ) ip g = 2F T 1474
cosh(m) g mig Ty (1474)

© A.12.2 Wirmeiibertragungsbeispiel 11
Die Wanddicke ist in zwei Richtungen unendlich ausgedehnt, so daf in diese

390 H

Richtungen keine Wérme fliefit. Das Problem hat somit einen eindimensio-
nalen Charakter.

Bild A.75. Wirmeleitung durch eine in zwei
Richtungen unendlich ausgedehnte Wand mit ei-
L s & d ner Isolierungsschicht und die Einteilung in drei
1 2 3 4 eindimensionale Elemente

(® Steifigkeitsmatrizen
Durch die Kenntnis der beiden Wandtemperaturen T,, und T, ist das Kon-
vektionsproblem ausgeklammert. Es tritt damit im Element nach (960) auf
der S. 384 nur die Warmeleitungsmatrix K,, auf:

T Ty
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(® Gesamtsteifigkeitsmatrix

1| -1 0 | olm
A
Kﬁ% 1| 14+f| =f | 0 |Ty (1476)
0| —f [1+f]-1|Ty
0] o ~1 | 17y

® Rechte Seite
Die rechte Seite ist zunéichst ein Nullvektor, denn es wird den Réndern kein
Wiérmeiibergang aufgeprigt. Zudem existieren keine Wérmequellendichten
oder Punktwéirmequellen. Der Temperaturvektor T wird _zerlegt in T und
OF. OT enthélt die bekannten Temperaturen T, und T,, T dagegen die un-
bekannten Temperaturen T und T5.

0 T
- = — TQ 0
T=T+T= + |— (1477)
T3 0
0| | T |

Der auf der rechten Seite auftretende Vektor RQ enthilt die Warmefliisse an
den Knoten 1 und 4. Damit kann man schreiben:

K, <f+ 0T> —RG = KT =K, T+"G (1478)

Das Produkt K °T wird mit Hilfe der Matrix &, aus (1476) gebildet:

1| -1 0 |0 Ty Ty
L A 11+ - 0 0 A Ty

KT = M L ) _ A4 (1479)
Elool —f 14741 0 L -0

o
o
I
—
—_
3
o3
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(®» Gesamtsteifigkeitsmatrix nach dem Einbringen der bekannten Temperaturen
Die Gl. (1478) hat damit folgendes Aussehen:

1 0 0o [ o] -—Tw- _RQl_
AN | 1|1+ f ) —=f | O T | Ax| Tw 0
1l —f |1+f] -1 T3 L T, ! 0

01 0 -1 |1 0 ~T, RQ4
) . ) - (1_480)

Aus dem Gleichungssystem werden die erste und letzte Spalte und Zeile ge-
strichen. Damit erhilt man:

s n| |

(®» Temperaturen
Die Temperaturen T, T3 lassen sich durch Inversion der Matrix aus (1481)
gewinnen:

Ty 1 1+f ‘ f Ty
o | 1 s || o

_ 1 A4+ f)Tw+ fT, (1482)

Y420 o+ 1+ N T,

® Warmestrom
Aus (1480) werden die Wirmestréme #Q; und %@, berechnet:

Tw
R
@ ! ! 0 | 0 1+ f)Tw+ fTa
0 AN] —1|1+f] —f |0 1+2f
0 Lo —f (1471 fTw+ (14 )Ta
1+2f
RQ, 0 0 -1 1
Ta
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1

AN f 0

7—1+2f(ﬂﬂ—7u 4}7— (1483)
-1

Der Wirmestrom ist positiv, wenn er in den Korper flieit. Entsprechend ne-
gativ, wenn er aus dem Korper herausflieft. Alternativ kann der Warmestrom
berechnet werden, indem von Element 1 die erste Zeile mit den Temperaturen
des Elementes 1 multipliziert wird.

T
AN h AN
T|: 1 ‘ -1 :| Tw(1+f)+fTa :T1+f2f(Tw_Ta) (1484)
1+2f

® Warmestromdichte
Die Wérmestromdichte gewinnt man, indem in (1484) der Wirmestrom auf
die Fliche A bezogen wird.

_A_ ]
1= 7

1+2f
Die Wérmedichte ¢ ist proportional zur Temperaturdifferenz zwischen der

Innen- und Auflenwand. Sie verhiilt sich umgekehrt proportional zur Wand-
dicke [.

(Tw - Ta) (1485)

(» Darstellung des Temperaturverlaufes und der relativen Wirmestromdichte
Fiir den Verlauf der Temperatur T' = T'(z, f) wird eine Innenwandtempe-
ratur T, = 20 und eine AuBlenwandtemperatur 7, = —10 angenommen. Fiir
f=1;0,1 und 0,01 sind die Temperaturverliufe in der linken Bildhéilfte
von A.76 dargestellt. Die Temperaturverteilung ist von der Lénge [ und der
Wiérmeleitfihigkeit A unabhéngig. Der Verlauf im Element wird mit Hilfe der
Formfunktion (946) beschrieben und ist linear verteilt. Die relative Wirme-
stromdichte setzt die Warmestromdichte zu der maximal moglichen bei f=1
in Beziehung.

¢ _ af) _trhp(Tw-T) 3 (1486)

Gmax 4(f =1) (T —T.)  1+2f
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Sie ist in der rechten Hilfte von Bild A.76 in Abhingigkeit von dem Isolier-
faktor f angefiihrt.

Tw=20 1
3

15 ; 0.8 3f
= £ l+2f\
=~ 10 E 06
E g
2 :
8 14
E 5 g 04
b=
g 0 ;} 02
2 l
2 _ \ : ]
S Wanddicke z =01

5 \\\ ’ 07g 02 04 06 08 1

S Isolierfaktor f
=001\ T

T,=-10 = =

Bild A.76. Die Temperaturverteilung iiber die Wanddicke und die relative Warmestrom-
dichte

A.12.3 Wiarmeiibertragungsbeispiel 111

391 H

X

Bild A.77. Temperaturverlauf in einer
Wand mit der Warmeleitfahigkeit A und
der Wirmequellendichte @

Losung aus der Differentialgleichung
Die dimensionslose Form der Differentialgleichung des Problems lautet:

T - _ A PP

d—§2+¢_0 mit T—T—uund@—/\Tu (1487)
Zweimaliges Integrieren von (1487) fithrt auf:

_ 1_

T() =528 +CiE+C, (1488)

Die Integrationskonstanten Cq und Cy werden durch die nachfolgenden Rand-
bedingungen bestimmt.
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Randbedingungen
Die Innenseite bei & = 0 ist isoliert. Daraus folgt ¢ = 0. Uber die Fourier’sche
Beziehung ergibt sich mit dx = [ d¢:

dT T.dT _ l dT(€ =0)
9==A g7 = e 1=95T, de 0 (1489)

Aus der natiirlichen Randbedingung:

aT
— T-T,) = 14
)\dx+a( )=0 (1490)

erhiilt man fiir die Stelle ¢ = 1 mit T = T/T, und dz = [ d¢:

A%%;UJWTU (T(le)—l) =0
%;1) - %l (1 T = 1)) - @(1 T = 1)) (1491)

Einsetzen dieser Randbedingung in (1488) fiihrt zu folgender Losung;:

I
N
+
Qi

O — -~ g2 (1492)

N =

2a

Methode von Ritz

Es wird eine quadratische Ansatzfunktion %(f ) verwendet:

%(f) =ag+ a1 €+ as 52 (1493)

Wesentliche Randbedingung

(§=0)=—-—2((=0)=0 (1494)

Voranstehende Bedingung auf (1493) angewendet, fithrt auf a; = 0. Damit
lautet die modifizierte Ansatzfunktion nach (1493):

T(¢) = ao + az & (1495)
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Einsetzen der Ansatzfunktion in das Funktional
Nachfolgendes dimensionsloses Funktional enthélt die natiirlichen Randbe-
dingungen:
1 rdrN 1 _
= —/ ar dg—cp/ Tde—a(1—<T(E=1))T(E=1) (149)
2 Jo \d§ 0 2

Ly e 1,

Einsetzen der Ansatzfunktion nach (1495) in das Funktional (1496) fiihrt zu
folgenden Ausdriicken:

_ 2

szga%

_ 1 _

Hq>=<a0—|—§a2>¢

- ) 1, 1,

Iy =a (1 —a2) ao +aa2—§aa0—§aa2 (1497)

Damit erhilt man II zu:

=1, - I — T,

- _ @ 1_ 2 3
= <(a2—1) a—@)ao— <a+ §> a2+§aag+§ <1—|—Zo¢> a2
(1498)
Variation des Funktionals
_ oIl o1l
l=—9¢ —daz =10 1499
8@0 @0 * 8@2 @2 ( )
Die Variation 611 verschwindet dann und nur dann, wenn gilt:
oI oIl
2T _ 1500
8&0 8&2 ( )
Daraus ergeben sich die Gleichungen zur Bestimmung der unbekannten Ko-
effizienten.
o1l -
D0 =—a—P+(apt+ax)a=0
11 1= 4
g—@:—a—§@+aa0+<§+0&> GQZO (1501)
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Hieraus lassen sich die unbekannten Koeffizienten ag und as bestimmen:

1 1\ - 1 -
a0:1+<§+5> o a2=—§‘1’ (1502)

Daraus ergibt sich die Losung fiir den gesuchten Temperaturverlauf:

_ 24 &
T—14212
2a

1 -
¢—§¢é (1503)

Damit stimmt die Losung nach Ritz mit der exakten Losung nach (1492)
itberein.

Wairmestromdichte g
Die Wirmestromdichte g(€) 148t sich aus (1489) berechnen:

q(€) = ——7 = ®¢ (1504)

L6sung mittels FEM

Das Problem soll mit dem zweiknotigen Element gelost werden. Es werden
nacheinander 1,2 und 3 Elemente verwendet. Die Temperatur 7" hdngt von
folgenden Einfluigréfien ab:

T=T@1A a\®T, (1505)

Als Bezugsgroflen werden gewéhlt: [, A\, T;,. Damit ergibt sich folgender Zu-
sammenhang:

(1506)

(1507)

K}ﬂ = Kk-g - Q (1508)
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0] O _ 00
Ky — ~ | =4a (1509)
0| Aa 01
(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
nn T, Ty Ty
=31 0 0 T,
K,=A|=3] 6 |-3] 0 | (1510)
0 -3 6 -3 | Ty
0 0 -3 |3+ally

(® Rechte Seite des Problems
Aus der Wirmequellendichte ® und der Konvektion entstehen nachfolgende
Groflen auf der rechten Seite. Fiir die Elemente 1 und 2 ergeben sich:

L L B4

Fiofy=24 " (1511)
611
Fiir Element 3 erhélt man:
L1 0 oA |1
F3=— — |+ — | (1512)
2a A 6 11
Damit ergibt sich die gesamte rechte Seite zu:
0 1 )
o _1 0 dA| 2 A 20
0 619 61 28
1 1 | ¢+ 6a

(®» Temperaturen
Aus der Beziehung K T = F lassen sich die dimensionslosen Knotentempe-
raturen berechnen:
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3 1-3/0 0 T o
-3 6 |-3| 0 Ty 1 20
0 -3|6 -3 T 61 23

| 0| 0 |=3|3+a || T | | P+6a
T P+ (1+1d)a
TQ _]_ ‘i‘ﬁ‘(l"f’%‘i)@
Ty Clo+(1+2d)a

| Ty | I o +a |

(1514)

(1515)

In Bild (A.78) sind die Temperaturverldufe aus den FE-Rechnungen der ex-
akten Losung gegeniibergestellt.

Temperatur T-T/T,

2,5

2,4

N
[
1

2,1

exakt

1 Element
— — 2 Elemente
3 Elemente

0

[
L= o
[ SR

win o

[
—

Normierte Wanddicke & = z/1

Bild A.78. Gegeniiber-
stellung der exakten
Losung und den Losun-
gen der FE-Rechnungen
fiir 1,2 und 3 Elemente
mita=®=1
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A.12.4 Wiarmeiibertragungsbeispiel 1V

______ «
(I) e T
j; | T L] U
A e
- = z
] Bild A.79. Eindimensionales Feldpro-
l blem: Ausschnitt aus einer Wand mit ei-
ner Warmequellendichte &

Das Bild A.79 zeigt eine Wand der Dicke [ mit der inneren Warmequellendich-
te ® und der Wirmeleitfihigkeit A\. Die Annahme, dafl die Wand in Tiefen-
und Hohenrichtung unendlich ausgedehnt ist, fithrt auf ein eindimensiona-
les Warmeiibertragungsproblem. Bekannt sind die innere Temperatur 7;, die
Umgebungstemperatur 7;,, die Warmeleitfahigkeit A, die Warmequellendich-
te ® sowie der Warmeiibergangskoeffizient o der natiirlichen Konvektion auf
der Auflenwand.

Bei dem abgebildeten eindimensionalen Problem soll der Temperaturverlauf
iiber die Dicke der Wand bestimmt werden. Dabei werden die Lésungen mit-
tels Differentialgleichung und mit der Methode von Ritz ermittelt. Sie werden
anschliefend miteinander verglichen.

Losung des eindimensionalen Problems mittels einer Differentialgleichung
Das Feldproblem der Wiirmeiibertragung kann mit Hilfe von (939) auf S. 377
geschrieben werden als:

0 oT 0 oT 0 oT
EA (W INFIRICAN S W INTRLCAN (5 Wil RNTF QU 151
ox (/\ 8x>+8y <)\y8y>+8z <)\ 8z>+ 0 (1516)

Fiir den eindimensionalen Fall werden die Ableitungen in y und z Richtung
weggelassen:

d (. dT
(A=) +e= 151
d$<dx>+ 0 (1517)

Dimensionslose Differentialgleichung
Die Beziehung (1517) soll dimensionslos gemacht werden. Dazu wird die Tem-
peratur T auf die Innenwandtemperatur T; bezogen (T = T/T;):

o7 @
dZ‘Q )\Tl

=0 (1518)

391 H
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Hierbei wird vorausgesetzt, dafl gilt: A # A(z). Es wird die natiirliche Koor-
dinate & = /1 eingefiihrt:

T P12 T
o = 151
e +)\T 0 = d§2+ 0 (1519)
<I>

Ebenfalls werden die natiirlichen Randbedingungen des Problems dimensi-
onslos gemacht:

dT
)\E+q+a(T—Tu):O (1520)

Mit T = T/T;, x = 1 £ und ¢ = 0 ergibt sich:

)\TZ o T (T —Ty) =0

1dT o -

YE‘FX(T— w) =0

' al - -

s X (T-T,)=0 (1521)

07

Losung aus der Differentialgleichung
Durch zweifaches Integrieren von (1519) erhélt man:

T(&) = —% DL+ CL &+ Oy (1522)

Die aus der Integration resultierenden Konstanten C; und Cy gilt es nun mit
Hilfe der Randbedingungen zu bestimmen. Die wesentliche Randbedingung
lautet:

T(E=0)=1 (1523)

Einsetzen in (1522) fiihrt auf:

TE=0)=Cr=1 = T(§)=1+le—%<i>g2 (1524)

Die natiirliche Randbedingung ergibt sich aus (1521) fiir die Stelle £ = 1:
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ar - -
%, ~° (1;-—1W§:1> (1525)

Mit Hilfe von (1524) ergibt sich daraus:

C,—-®=a(l,—1-Ci+L1d) = O, = 2 1526
1 a( 1+359) 1 T3 (1526)
Einsetzen von C; in (1524) fithrt auf:

_ (T.+3®-1)a+o >

TE) =1 - — 152

=1+ T2 )82 2 (1527)
mit
al _ T, _ 2 T
N = — ° Tu = — b = ; = — 152
TN T, 3T ST (1528)

Losung des Problems mit der Methode von Ritz
Nach (945) auf S. 380 lautet das Funktional fiir das vorliegende Problem:

1 dr )
H:—/ Al — dV—/T(I’dV:/]-"(T,T)dV (1529)
2 1% dl‘ Vv 14

Mit T' = T/T; und = = £ ergibt sich die dimensionslose Form (A # A\(§); ® #

o(¢)):
——— —
f

Daraus ergibt sich die Euler-Lagrange’sche Differentialgleichung nach (60)
auf S. 37 zu:

~

dg (1530)

_ l 1
H:H—:
ANT? /o

oF d (8]—") d>T

Diese Beziehung entspricht der Differentialgleichung nach (1519). Fir die
Losung nach der Methode von Ritz werden hier alternativ eine lineare An-
satzfunktion 7;(§) und eine quadratische T;(&) angesetzt:



162 A. Lésungen zu den Ubungsbeispielen

7(§) = ao + a1 € (1532)
Ty(€) = bo + by € + by €2 (1533)

(® Aufpragen der wesentlichen Randbedingungen
Die wesentliche Randbedingung T'(¢ = 0) = 1 fiihrt zu:

TE) =1+aé (1534)
Ty(€) = 1+ b1 €+ by €2 (1535)

(® Integration des Funktionals
Das Funktional nach (1529) wird um den Term erweitert, der die natiirlichen
Randbedingungen erfafit und schreibt sich dann mit dV = A dx als:

:—A/ <dT>da:—A/ T(I)da:—oz(T —%)TA (1536)

mit [/(AXT#?) multipliziert ergibt sich:

_ ! LrdrN? ! ! I T
- “ldr— — | Tddr— ——a (T, —=|T (1
2T¢2/0<d33> ! ATﬁ/o ! ATfa< 2) (1537)

mit 7' =T/T;, £ = % und dx = [ d€ 148t sich schreiben:

T 2
it [ (e 2
2 Jo \d¢

( - 5TE=1) T(E=1)

nl:%(ua)a%[(1—n)a—§]al+(1—n>a—¢> (1539)
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_ 1 2 - o
Hq:?1+aﬂ€+§(1+2a>ﬁ+{ﬂ+a)@+%l—ﬂ)a—§]h
T 1 -\ -
+[(1—E)a—§]b2+<§—ﬂ>a—@ (1540)

In Bild A.80 ist das II-Potential der beiden Ansatzfunktionen dargestellt.

-0,713 \
201
= -0,715 ~
= ﬁ 10
= g
2 -0,717 2
5 &g 0
o) 5
= 0,719 2
2] -104
O 0,721
-201
20,7234, : : : : DI,
-0,25 -0,2 -0,15 -0,1 -0,05 20 -10 0 10 20
Koeffizient aq Koeffizient by

Bild A.80. II-Potential der linearen und quadratischen Ansatzfunktion (& = o = 1,Tu =

1/5). Die markierten Stellen (M) geben die stationdren Werte der Funktionale wieder

Die Variation des Funktionals

o o, otl,
oMy = 5 t0ar =0 baw. 3Tl = S50 6by + Ztohy = 0 (1541)

fiihrt auf die gesuchten Koeffizienten:

(T, -1)a+3o

= 1542

ay i+ (1542)

(T,+3@-1a+@
1+ a

1-
bl = 5 b2 = —5(1) (1543)

Durch Einsetzen der Koeffizienten in die Ansatzfunktionen erhilt man die
gesuchten Temperaturverteilungen:

o 1-T)a—-id

T =1-—FF7——¢ (1544)
_ o (L+iP-Da+d @

Ty(§) =1+ QHQ (-3¢ (1545)



164 A. Losungen zu den Ubungsbeispielen
(® Lésung des Problems mit FEM

(®» Dimensionsanalyse
Die Temperatur T" héngt von folgenden Einflulgrofien ab:

T=T@A a\T,T,) (1546)

Das Technische MaBsystem besitzt als GrundgroBen die Léinge (L), die Zeit
(T') und die Kraft (F'). Die Dimensionsanalyse fiir die abhéingige Grofile Tem-
peratur T und die Einflulgréfien [, A, a, A, T;, T, fithrt auf:

[T] = 0;[T] = 0[] =0
F F
=79 N = 7
Mit den Bezugsgrofen [, A, T; 168t sich (1546) schreiben als:

] = L; [A] = L*; [o]

T /(A ol T - _
—=T —, =) =T(Aa,T,
-T(z5 1) -1t
(® Elementeneinteilung
A=1 ’Tu:%
T,=1 [1 2 3] a=¢
\ @® @ / *
—
=1 =2 =10 §=17
S S
=1

Bild A.81.

In Bild A.81 ist die Einteilung der Wand in zwei Elemente dargestellt. Es
sind die dimensionslosen Grofien, die das Problem beschreiben, angefiihrt.
Ebenso die Bezugsgrofien, die in der Rechnung zu 1 gesetzt werden.

(® Wairme- und Konvektionsmatrizen
Mit [ = A = T; = 1 ergeben sich die Wirmeleitungsmatrizen nach (951) zu:

(1547)
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Im Element 1 tritt keine Konvektion auf, so daf§ gilt: K;; = 0. Am Ende des
Elementes 2 liegt Konvektion vor. Nach (957) erhélt man:

0

_ |0
KkQZA
0

(1548)

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix

(1549)

(® Rechte Seite

Der Vektor der Knotentemperaturen T wird in °T (bekannte Knotentempe-

raturen) und T (unbekannte Knotentemperaturen) aufgeteilt:

1 0
T=T+T=|0|+]| % (1550)
0 Ts
Einsetzen in die Beziehung nach (960) fithrt auf:
K9<T+T>_F:>KQT_F KT (1551)

Die Wéirmequellendighte o Lmd die

Konvektion fithren nach (960) auf die
folgenden Vektoren F, und Fp:

o

= = = (i)A - A

F=F+F=A1 0 |+ |2 1 20 (1552)
aT, 1 ®+4aT,

Infolge der bekannten Knotentemperatur 7; = 1 tritt aus (1551) ein weiterer
Vektor auf der rechten Seite auf:
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2 =2 0 1 | s
_ = _ I A |/
0 __ _
K,'T=A| —2| 4| -2 0|=71]-8 (1553)
0| -2|2+a 0 0

Damit ergibt sich die rechte Seite zu:

| ®-8 RQ,
= = — = A —
Fy=F-K,"T=71 25+8 |+]| 0 (1554)
o +4aT, 0

Temperaturen

Durch Streichen der ersten Zeile und Spalte in (1549) und der ersten Kom-
ponente von (1554) erhiilt man folgendes Gleichungssystem zur Bestimmung
der unbekannten Temperaturen:

| 4 ‘ -2 T A 20 +8
A e i Ea— (1555)
—2‘2—#64 T d+4al,
Es ergeben sich daraus folgende Temperaturen:
T 1 24a(1+T,) +32(3+a
= | = o U+T) +3208+0) (1556)
T (1+a) 2(1+aT,) +®

Vergleich der Lésungen fiir die Temperaturen

Bedingt durch die innere Wiarmeproduktion @ ist das Temperaturmaximum
im Inneren der Wand zu finden. Die exakte Losung aus der Differential-
gleichung fillt mit der quadratischen Losung nach Ritz zusammen (s. Bild
A.82). Die Knotentemperaturen der FE-Losungen mit 1,2 und 4 Elementen
sind exakt. Bedingt durch die lineare Temperaturverteilung im zweiknotigen
Element weichen diese von der exakten Losung ab. Bei einem Element tritt so
ein Fehler von 11,9% auf. Bei zwei bzw. vier Elementen reduziert sich dieser
Fehler auf 3,2% bzw. 0,8%.

Die Losungen nach Ritz stimmen fiir eine lineare Ansatzfunktion mit der ei-
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1,054
o
~
&~ 1,0
I
&~
—
5
3
50,95
>
-
=
it
©
15)
=3 — — - 4 Elem.
in) 0,90
S 2 Elem.
--------- 1 Elem.; lineare Ansatzfkt.
exakt; quadr. Ansatzfkt.
0,85

0 0,2 0J4 0‘6
Wanddicke §{ =z /1

167
Bild A.82. Vergleich
der Temperaturverldu-
fe (@ = & = 1 und

T. = 1/5). Neben der
exakten Losung sind
die Losungen nach Ritz
und die FE-Losungen
dargestellt

nes Elementes iiberein. Die quadratische Ansatzfunktion fithrt auf die exakte

Losung.

(®» Wirmestrom an der Stelle ¢ = 0

Der dimensionslose Wérmestrom an der Stelle § = 0 ergibt sich aus der Bezie-
hung K, T = F. Das Produkt der ersten Zeile von K, mit dem Lsungsvektor

fithrt zu:
[ 1
. 2+a(l+T,) +12(3+
A[z_zo} 2(1+a)
2(1+aT,) +
i 2(1+a)
a20-Toa-prad_,

(® Wirmestromdichten aus der FEM

A~
K
I

(1557)

Die Warmestromdichte ¢ 148t sich mit Hilfe der Fourie’schen Gleichung ¢ =

—AdT/dz und den Formfunktionen schreiben als:

:_xi[( %yﬂ+£B}a?ﬂ—%)

dx L

(1558)
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L ist die Elementldnge und 77, 75 sind die Knotentemperaturen. Die Warme-
stromdichte ¢ ist beim zweiknotigen Element konstant im Element. Sie i3t
sich wie folgt dimensionslos schreiben:

_ql I, - -

q= T, =7 (Ty — T3) (1559)
Damit zeigt die Wirmestromdichte bei der FE-Losung einen treppenférmigen
Verlauf, wie er in Bild A.83 dargestellt ist.

Fiir die beiden Elemente ergeben sich folgende Wérmestromdichten:

Q= 0 (1:50 (1560)
] Ul TZ)(lajci)a —1¢ (1561)

0,51

=
w
1

=

—

ot
L

o
1

————— 4 Elemente
——- 2 Elemente

'

=

—

(S
1

Dimensionslose Wéarmestromdichte ¢

,,,,,,, — — 1 Element
exakt
-0.35- Bild A.83. Vergleich der Wérmestrom-
’ (') 0'25 0'5 0 '75 '1 dichten der FE-L6sungen fiir 1,2 und 4
’ ’ ’ Elemente mit der exakten Losung (& =
Normierte Wanddicke & = x/1 d=1;T, =1/5)

Vergleich der exakten Warmestromdichten g mit der aus der FEM
Die dimensionslose Wiarmestromdichte g(€) a8t sich aus (1527) berechnen:

4T
a¢

Hierdurch erhélt man die exakte Losung der Wérmestromdichte zu:

q(&) = (1562)

le-T)a-d
g = U2 T oz g (1563)
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In Bild A.83 ist die dimensionslose Warmestromdichte ¢ = q{/(AT;) iiber
die Wanddicke angefiihrt. Die exakte Losung zeigt nach (1563) einen linearen
Verlauf. Dagegen ist die Wiarmestromdichte bei der FE-Losung nach (1559)
treppenformig.

A.12.5 Wiarmeiibertragungsbeispiel V
Losung mit einem Element mit drei Knoten

Die Wirmeleitungs- und Konvektionsmatrix fiir dieses Element erhilt man
aus ,,Feldprobleme_1d“ mit h = [, m? = aU/(AN) zu:

70 | =80 | 10 4 12|21
AN AN
K =21 _ _ LK, = 1564
Ko =307 80 | 160 | —80 | Ky =ggpm | 2 |16 2 (1564)
10 | —80| 70 112 4

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, =K, + K, ergibt sich mit m = m2h? 2w

2(3542m) | 2(m—40) | 10—m

AN
K, =g | 20m—40) | 16(10+m) | 2(m — 40) (1565)

10—m | 2(m—40) | 2(35+2m)

Fiir die rechte Seite erhélt man aus ,,Feldprobleme_1d“ mit | = h:

BumhU + 6B A; 1
Fe- A . (1566)
- 4BuhU B

Uber die Stirnfliichen A; und A; flieBt keine Wirme, so daf sie aus (1566)
herausfallen. Die Abkiirzung Syr=an;T,, —qnr beschreibt die Konvektion iiber
die Mantelfliche des Stabes (ga=0).

Neben dem Vektor F tritt auf der rechten Seite noch der Ausdruck -K, o

mitosz[Tf()()}auf.

391 H
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5m Ty — 2(35+ 2m)Ts e
. Lo AX
F-K,'T+7Q = 305 | 20mT +2040-m)Ty | +| 0 (1567)
5mT, + (m—10)T} 0

(® Lésen des Gleichungssystems
Das Einbringen der Randbedingungen fithrt dazu, daf§ die erste Zeile und
Spalte aus K, und F' — K, OT + BQ verschwinden:

AN 16(10+m)‘ 2(m — 40) T, AN | 20m T, + 2(40 — m)Ty
30h 1 9 (m — 40) ‘2(35+2m) 75 | 30| 5@, + (m—10)Ty
(1568)
m (180 + 7m) T, + [480 + m(28 — m)| T's
T, 480 + 208 m + 6 m?
= (1569)
Ts m (120 +2m) Ty, + [240 + m(—16 + m)] T
480 + 208 m + 6 m?

(®» Temperaturverlauf im Element
Uber die Formfunktionen N- 1, N2, N3 des dreiknotigen Elementes 148t sich mit
Hilfe der Knotentemperaturen 7'y, 75,75 der Temperaturverlauf im Element
darstellen:

T(&) = NiTy + NoTs + N3T3;
Ny =1-36+26% Ny =46(1—€); N3 = £(—1+2¢) (1570)

Daraus ergibt sich eine quadratische Verteilung der Temperatur iiber die
Hohe der Kiihlrippe:

240+ 12m
T() =Ty~ (240 T104m +3m2

12+m
240 4 104m + 3m2

mf) (Ty = T)€ (1571)
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Mit den Daten aus Bild A.84 erhilt man: T5 = 2150/99 und T35 = 1450/99.
Es ergibt sich der Verlauf der Temperatur zu:

8000 17000
T(€) =100 — —— &+ ——— &7 1572
() =100 - €+~ ¢ (1572)
100 {
80
oy
z
= 60
o
Z
3
o]
g 40 |
o
:
=
20 .
exakt TN
— — — — zweiknotig N N
— - — - — -« — .. dreiknoti
0O4_____. vierknorig N N
............. fiinfknotig N
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Bezogene Hohe des Stabes £ = z/h

Bild A.84. Vergleich der analytischen Losung mit der FE-Losung. Es wird ein Element mit

unterschiedlicher Knotenanzahl verwendet

Temperaturverldufe bei Elementen mit einer hoheren Knotenanzahl
Ausgehend von einem Element mit zwei Knoten wird die Knotenzahl pro
Element bis auf fiinf Knoten gesteigert.

Der Temperaturverlauf im Element wird jetzt iiber Polynome erster (2 Kno-
ten pro Element) bis vierter Ordnung (5 Knoten pro Element) beschrieben.
Dementsprechend verlduft die Temperatur beim zweiknotigen Element line-
ar iiber die Hohe der Kiihlrippe. Beim dreiknotigen Element beschreibt eine
Parabel den Temperaturverlauf. Der Temperaturverlauf beim fiinfknotigen
Element fallt fast mit der exakten Losung zusammen.
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Fehlerbetrachtung beim Element mit gréBerer Knotenzahl
In Bild A.85 ist der Fehler in Temperatur und Warmeflu8 bei einem Element
mit zwei bis fiinf Knoten dargestellt.

759

5]
7]
=]
=1
<
=
=
% 50
]
g
i QFE]W - Qeac
5 Crem = Cex
R Qex €=0
g 30
g
=
~ 20
(]
o]
= 10
=
1 R T T
2 3 4

Anzahl Knoten pro Element

Bild A.85. Fehlerdar-
stellung der Temperatur
und des Wirmeflusses
in  Abhéngigkeit von
der Anzahl Knoten pro
Element. Die Kiihlrippe
wird mit einem Element
beschrieben

Der Temperaturfehler liegt beim fiintknotigen Element nur noch bei 1%.
Demgegeniiber weist der Fehler im Wiarmeflul bei £ = 0 weit hohere Werte
auf und hat beim fiinfknotigen Element noch einen Wert von ca. 10%.
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A.12.6 Warmeiibertragungsbeispiel VI

Elementknotenzuordnung
Es wird die in Bild 12.15 auf der S. 408 dargestellte Einteilung in Dreiecks-

elemente verwendet.
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In der Tab. A.15 sind neben der Elementknotenzuordnung die wichtigsten
Groflen der Steifigkeitsmatrizen aufgefiihrt.

Tabelle A.15. Elementknotenzuordnung

FElement Knoten x21 %13 32 Y21 Y13 Y32
1 1 3 4 1 -1 0 0o -1 1
2 1 4 2 1 0 -1 1 -1 0
3 3 5 6 1 -1 0 0o -1 1
4 3 6 4 1 0 -1 1 -1 0

Elementsteifigkeitsmatrizen
Die Steifigkeitsmatrizen der Elemente 1 und 3 sowie 2 und 4 sind identisch,
da sie sowohl in der Grofe als auch in der Orientierung iibereinstimmen.

Da laut Aufgabenstellung keine Konvektion zu beriicksichtigen ist, treten die
Steifigkeitsmatrizen infolge Konvektion (s. (995) auf der S. 398) nicht auf.
Ubrig bleiben damit die Steifigkeitsmatrizen infolge Wirmeleitung (s. (985)

auf der S. 396).

t
K, =K, =5
t
ng = Ku14 = 5

Ty Tigrst Tlagre
1 ~1 0 | Tpypa
-1 2 —1 Ty
0 ~1 1 | Tupe
Taye) Taye T
1 0 1 [Ty
0 1 1| Tuye)
-1 ~1 2 Ty

(1573)

(1574)

407
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Die Zeilen und Spalten sind mit den Freiheitsgraden T; der Knoten durchnu-
meriert. Die Klammersymbole ordnen die Zeilen und Spalten den Elementen
zu: Element 1: [---]; Element 2: (---); Element 3: [---]; Element 4: (---).

Gesamtsteifigkeitsmatrix

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix ergibt sich aus der Uberlagerung der Einzelstei-
figkeitsmatrizen. Die Temperaturen auf den Wandoberflichen sind bekannt
(Th=T2=T5=Ts=0). Unbekannt sind die Temperaturen in den Knoten 3 und
4. Daher wird nicht difz Gesamtsteifigkeitsmatrix K, aufgestellt, sondern di-
rekt die Untermatrix K, die sich durch die Streichung der ersten und letzten
beiden Zeilen und Spalten der Gesamtsteifigkeitsmatrix ergibt. In diese Un-
termatrix gehen Anteile aller vier Steifigkeitsmatrizen ein. Betrachtet man
Knoten 3, so erkennt man aus Bild 12.15 auf der S. 408, dafl an ihn die Ele-
mente 1,3,4 angrenzen. Folglich erhélt die Zeile T3, Spalte T5 Anteile der
Steifigkeitsmatrizen 1,3 und 4. Aus Steifigkeitsmatrix 1 den Anteil |2] aus
der zweiten Zeile und Spalte der Matrix K. Aus der Steifigkeitsmatrix K 3]
den Wert [1] aus der ersten Zeile und Spalte. Aus der Steifigkeitsmatrix K 4
den Wert (1) aus der ersten Zeile und Spalte dieser Matrix.

T3 T,

ot 2+ M+ | “U+() | B (1575)

2 ) A+ | T

Analog konnen die anderen Elemente der Untermatrix gebildet werden.

Rechte Seite (Innere Warmequellen)

Die rechte Seite ergibt sich aus der inneren Wirmequelle, die iiber die Wérme-
quellendichte ®=100 beschrieben wird. Einsetzen von @ in (1007) auf der S.
402 ergibt:

A - 100 - s @
Fo=0"2¢t| 1 |=—=t|1|=t] 2 |=t| 0 (1576)
3 6 3
1 1 2 Qs

Diese Beziehung ist fiir alle Elemente gleich, da sie sich in ® und A nicht
unterscheiden. Fiir die Knoten 3 und 4 ergibt sich der Wiarmeflul durch Uber-
lagerung der Anteile aus den einzelnen Elementen. Knoten 3 erhilt Anteile
von den Elementen 1,3 und 4. Knoten 4 von den Elementen 1,2 und 4:
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Qs =1t("Qs+°Qs +'Q3) =50t (1577)
Q4 =1 (1Q4 + 2@4 + 4@4) =50t

Temperaturen
Die Temperaturen konnen jetzt mit Hilfe der Untermatrix sowie der berech-
neten rechten Seite ermittelt werden:

t 4 ‘ -2 T3 50
t — (1578)
2 —2‘4 T 50

Daraus ergeben sich die Temperaturen: T3 = T = 50

Exakte Lésung des Problems
Nach (939) auf der S. 377 ergibt sich fiir den eindimensionalen Fall:

2
T
A%§+¢:O (1579)

Durch zweimaliges Integrieren kommt man zu folgender Gleichung:
o 2
T:—X%+Qm+@ (1580)

Die Integrationskonstanten C7 und Cs werden durch die Randbedingungen:

Tx=0)=T,; Tx=0)="T (1581)
bestimmt. Sie beschreiben die Oberflichentemperaturen der Wand. Das fiihrt
Zu:

Tx=0)=T,=0C5 (1582)

o [? -1, &I

Tax=0)=T=-55+Cl+T.=>C=—F—+175

Damit ergibt sich die geschlossene Losung des Problems:

fﬂ@z%%xﬂ—@+ﬂ}@—§>+ﬂ§ (1583)
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Mit den Oberflichen T, =T, =0, ® = 100, A = 1 und [ = 2 erhélt man:

o
Die exakte Temperaturverteilung iiber die Wand hat die Form einer Parabel.
Diese ist in Bild A.86 dargestellt.

T(x) l—2) =502 (2—2x) (1584)

Vergleich der Lésungen
Die Temperaturverteilung iiber die Dicke der Wand 148t sich mit Hilfe der
Formfunktionen berechnen. Nach (979) auf der S. 394 ergibt sich:

Ty
Ls ] T (1585)

T3

Lo

T:{L1

Betrachtet man nun die Kante zwischen den Knoten 1 und 3 des Elementes 1,
so hat diese die Dreieckskoordinate L3 = 0. Die Dreieckskoordinate Lo 148t
sich als Ly = x/x5 schreiben (s. (77) auf der S. 40). Damit ergibt sich die
Temperaturverteilung auf dieser Kante zu (77 = 0):

T=L1T1+L2T2:L2T2:T2xﬁ=T2x:50x (1586)
2

'
o
|

Temperatur grd

0 02 05 075 1

Normierte Wanddicke z Bild A.86. Vergleich der Temperaturverteilun-
2

gen

Daraus ergibt sich eine Linearverteilung der Temperatur iiber die Dicke der
Wand.

T(z) = (1587)

50 x firo<z<l1
100 —50x firl<z<2
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Diese und die quadratische Verteilung der exakten Losung sind in Bild A.86
dargestellt.

In der folgenden Tabelle sind an einigen Punkten in der Wand die Tempera-
turen der analytischen Losung und der FE-Losung gegeniibergestellt.

Tabelle A.16. Exakte Temperaturen
und die der FE-Lésung

T 1 1 3
7Y 1 3 1
Texaxt 0 37,5 50 37,5 0
Trem O 25 50 25 0

Es tritt an der Stelle 2/l = 1/4 und z/l = 3/4 der maximale Fehler von
(37,5 —25)/37,5-100 = 33,3% auf.

© A.12.7 Wiarmeiibertragungsbeispiel VII

Elementknotenzuordnung
Die Elementknotenzuordnung sowie die wichtigsten Groflen der Steifigkeits-
matrizen sind in der Tab. A.17 zusammengefaf3t:

Tabelle A.17. Elementknotenzuordnung

Element Knoten 21 X311 32 Y21 Y31 Ys2

T 123 o -l -1 U I O
2 341 0 ¢ o =l =l 0

Steifigkeitsmatrizen

Die Steifigkeitsmatrix® setzt sich aus zwei Matrizen K, und K , zusammen.
Die Matrix K, berticksichtigt die Warmeleitung, wahrend K, infolge Kon-
vektion auftritt (s. (985) auf der S. 396 und (995) auf der S. 398).

'Der Begriff der Steifigkeitsmatrix ist historisch begriindet und wird hier analog
zu den Problemen aus der Statik {ibernommen, obwohl die Elemente der Matrizen
bei der Warmeleitung nicht die Dimension einer Steifigkeit haben.

05 |
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T, T
J -] on

L I P P (1588)
0 |-1| 1]

t ist die zahlenméBig nicht bekannte Dicke. Die Konvektion bei dem Element 1
auf der Kante zwischen Knoten 2 und 3 fithrt zu folgender Matrix:

T T, T
0| 0 |Th
atl
Be=%1ol2]|1|n (1589)
01| 2|1
Die Gesamtmatrix ergibt sich aus: Ky = K, + K,
Ty Ty Ts
¢ 3 -3 0 Ty
Bi=5| 30| 6a+2al | —3A+al |Ty (1590)
0 =3A+al | 3Xx+2al |13

Das Element 2 weist keine Kante auf, iiber die durch Konvektion Warme

itbertragen wird, so daf gilt: K, = K. :

s T, T
1| -1
2 "
=27 91| 2 | -1|Ty
0 |-1]1

2

(1591)
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(® Gesamtsteifigkeitsmatrix
Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, ergibt sich durch Uberlagerung der Einzel-

steifigkeitsmatrizen:
T T Ts T,
6 A —-3A 0 =3X |1
.Kg:é “3A| 6A+2al | =3A+al| 0 |T
0 —3A+al | 6X+2al | =3\ |T3
-3 0 -3 6N 1T}

® Rechte Seite
Die Wirmequellen werden als punktformig angenommen, wobei sie an der

Stelle der Knoten wirken. Es gilt damit nach (1007) auf der S. 402:

el

Qi

H‘H‘H‘H
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(1592)

(1593)

Aus der Konvektion entsteht fiir Element 1 nach (1007) auf der S. 402 fol-
gender Vektor:

0 0 Q1
T ) B -
FR:§ ag3So3Tu | =5 | alTu | =] Q2
oz Sa3 T, alT, Qs
Damit ergibt sich die rechte Seite zu:
1 0 Q
5 _ 1 t al Tu Q + & lTu
Q=tQ|—|+5 =t |2
1 alT, Q+ 51T,
1 0 i Q |

(1594)

(1595)
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(®» Temperaturen

Die Bestimmung der Knotentemperaturen fithrt zu folgendem, linearen Glei-
chungssystem:

6A | —3A 0 3 || T Q
t 3| 6X+2al | -3X+al| 0 T ., Q+4IT,
61 0 | =3XA+al|6r+2al| -3\ || Ty Q+2IT,
| -3 0 3x6x || | Q@

(1596)

Die Koeffizientenmatrix aus der voranstehenden Gleichung ist bedingt durch
das Auftreten der Konvektion nicht singulédr. Es mufl also keine Knotentem-
peratur vorgegeben werden. Es ergibt sich:

7] [ aMT,+ (2al+42)Q |
T ] AN T, +420
S N i (1597)
T3 @ aAlT, +4)2Q
| Ty | _oz/\lTu+(2al+4/\)Q_
© A.12.8 Warmeiibergangsbeispiel VIII

(® Einfiihrung dimensionsloser GroBen

Nach (1022) auf der S. 409 ergibt sich die Temperatur in dimensionsloser
Form in Abhingigkeit von den EinflugréBen ¢, & und g zu:

T T/t ol Ty =T, S
S = T(t 1
’ T1<”, - ) (£, 9) (1598)

Aus g = (T1 — T,) /T ergibt sich: T, =T,/T1 =1—¢g
Die Anzahl der Einflugréfien wird somit von sechs auf drei reduziert. Die
Bezugsgroflen [, A und T; gehen in die Rechnung mit ,,1% ein.

Elementknotenzuordnung
Das Problem ist doppelt symmetrisch, so dafl nur ein Viertel des Bleches in
die Rechnung eingeht.

s |
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e | o~

Bild A.87. Einteilung eines Viertels des
Dreiecks in zwei Elemente. Es wird die
doppelte Symmetrie ausgenutzt

Die Elementknotenzuordnung sowie die wichtigsten Groflen der Steifigkeits-
matrizen sind in der Tabelle A.18 zusammengefait (Z;; = 4;/1; Ji; = vij/1):

Tabelle A.18. Elementknotenzuordnung und Elementdaten

Element Knoten To1 T31 T32 Y21 Y31 Ys2

1 1 2 3 1/4 1/4 0 0 1/4 1/4
2 2 4 3 1/4 0 —1/4 0 1/4 1/4

(> Steifigkeitsmatrizen
Das Element 1 weist keine Kante auf, iiber die per Konvektion Wérme iiber-
tragen wird, so daf gilt: K; = K, . Nach (985) auf der S. 396 ergibt sich:

— w1

T T, T
12 |12 0 [Ty

t
=T og —12| 24 | —12 | Ty (1599)

0 |-12] 12 |73

Die Steifigkeitsmatrix K, setzt sich aus den beiden Matrizen K, und K,
zusammen. Die Matrix K, beriicksichtigt die Warmeleitung, wihrend K ;,

infolge Konvektion auftritt:
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T, T, T
2| —12] -2]n
Koo=57l—12] 12 | 0 |1y (1600)

12 0 | 12 |Ty

Die Konvektion bei dem Element 2 auf der Kante zwischen Knoten 3 und 4 fiithrt
nach (995) auf der S. 398 zu folgender Matrix:

T Ty Ts
_ T
K, -~ 1 o " (1601)
=k T o410 | 2v2a | V2a |Ty
0| vV2a | 2v2a Ty

Die Gesamtmatrix ergibt sich aus: K, = K, + K,

Ty Ty Ty
| ~12 ~12 Ty
E2=91 212 | 124234 V2a  |Ty (1602)
—12 V2a 12+2v2a | Ty

(® Gesamtsteifigkeitsmatrix

Die Gesamtsteifigkeitsmatrix K, gewinnt man durch Uberlagerung der Ein-
zelsteifigkeitsmatrizen:
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T Ty Ts T,
12 | =12 0 0 T
t| 12| 48 —24 —12 T
K = — 2 1
K, = (1603)

0 | —24|24+2V2a V2a Ty
0 | —12 V2a 12+2V2a )Ty

® Rechte Seite des Problems
Es gilt nach (1007) auf der S. 402 fiir die rechte Seite:

Q=Fr+Fy+F (1604)

—

Da keine punktformigen, inneren Wirmequellen (F') und keine verteilten in-
neren Wirmequellen (ﬁQ) existieren, bleibt nur der Anteil des Wirmeiiber-
ganges auf den Réndern des Elementes (F). Aus der Konvektion entsteht
fiir Element 2 folgender Vektor:

0
L7 —
2y = S V21 -g)a| 1 (1605)
1

Damit ergibt sich die rechte Seite zu:

8 Q)
Q’:é - 0 (1606)
tvV2(1-g)a
i tvV2(1—g)a |

(®» Temperaturen
Die Knotentemperaturen lassen sich in bekannte 9T und unbekannte Tempe-

raturen f aufteilen:
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Ny
Ny

_|_
S
I

A. Losungen zu den Ubungsbeispielen

T, 0 T
T T, 0
Sl =
T3 T3 0
L 74 - - 74 - - O -

- 0_1
G-K,°T

Durch Einsetzen von

12 | —12 0 0 0
Kﬂz’: 7| 12 48 —24 ~12 Ty
240 0 | —2u | (12+V28)2|  VZa T
0 12 V2a 12+2V2a | | Ty
und
K,°T =
12 | 12 0 0 171] [
Fl —12] 48 —24 —12 ol 7
24| | o (12++v2a)2 V2a |
0 | 12 V2a 12+2V2a | ;61

(1607)

(1608)

(1609)

(1610)

erhélt man durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte auf der linken
Seite und des ersten Elementes auf der rechten Seite:

48 —24 —12 Ty

t -

o1 | 24 (12+v2a)2 V2a s | =
—12 V2a 12+2+2a Ty

Q0| =+

V2(1-yg)

Qi

V2(1-g)a
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(1611)

Temperaturen
Es ergibt sich mit ¢ = 12 4 (9v/2 + @) a die Gesamtlésung zu:

Ty 1243v2 (3—-2g)a+(1-2g)a?

, 1

T | =5 | 12+3V2B-Fg)a+(1-g)a” (1612)

Ty 1249V2(1—g)a+(1—g)a?
WarmefluB

Der WirmefluB, der iiber die Auenkante per Konvektion an die Umgebung
abgegeben wird, kann iiber die Beziehung K, T' = @ berechnet werden. An
dem Knoten 1, dem die Temperatur 77 aufgepriagt wurde, tritt als Reakti-
onsgroBe der Wirmeflu Q, auf. Das ist die Warmemenge pro Zeiteinheit,
die in den Korper flieBt. Der WirmefluB ist hier mit #Q; = fQ,/(I\T})
dimensionslos, da zuvor die Einflugréflen normiert wurden:

12 [—12 0 0 Ty 80,
;| 1248 —24 —12 Ty L 0
10 —24|(12++v2a)2| V2a Ts ¢ tW2(1—g)a
0 |—12 V2a 124 2v2a Ty W2(1—g)a
(1613)
Es ergibt sich der WarmefluB} fiir den Knoten 1 zu:
_ 3gt (8V2 +a)a l ™n-T, - t
RQ, =22 (V_+a%%,;@=g—;g=—L——;t=— (1614)
8 12+ (9vV2+a)a A T !

(@, ist die dimensionslose Wirmemenge, die pro Zeiteinheit in den Korper
fliefit.

A.12.9 Warmeiibertragungsbeispiel 1X

In Bild A.88 ist ein Ausschnitt aus einer Fulbodenheizung dargestellt, die
in Tiefenrichtung unendlich ausgedehnt sein soll. Unter Ausnutzung der zy-
klischen Symmetrie sollen Temperaturverteilungen und Warmestromdichten
bestimmt werden.

o |
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In
- 2h

Bild A.88. Ausschnitt aus einer
Fulbodenheizung

Gh

Dimensionslose FEM-L6sung
Die Temperatur T héngt von folgenden Einflussgréfien ab:

T =T(h,t,a,\, Tr, Tr — T.) (1615)

Die abhiingige Grofle T und die Einflussgréfien werden auf h, A und Tx be-
zogen und damit dimensionslos gemacht:

_ T _(t ah TR—T.,\ - _
T=—=T|-,—,— | =T(t 161

Es reduziert sich die Anzahl der Einflussgrofien um die drei Bezugsgréfien. In
der FE-Rechnung werden die Bezugsgréfien i, A und Tr zu ,,1¢ gesetzt.

Das FE-Netz

Bild A.89. Segment aus der Fuflboden-
heizung mit den natiirlichen Koordina-
ten £ = x/h und n = y/h, sowie den
dimensionslosen Grofien des Problems

In Bild A.89 ist ein Segment aus der FuBlbodenheizung dargestellt, das in-
folge der zyklischen Symmetrie betrachtet werden kann. Bei Ausnutzung
der Symmetrie mufl die Bedingung erfiillt sein, daf§ {iber die Schnittkanten
keine Wérme flieBit, d.h. es mufl der Temperaturgradient d7T'/dn verschwin-
den. Das Segment wird in sechs Teilflichen zerlegt (s. Bild A.90) und jede
Teilfliche vernetzt. In der symbolischen FE-Rechnung werden die auf h be-
zogenen Abmafle, sowie die dimensionslosen GroBen & und T, /Tr = T, =
1—(Tr —Tyu)/Tr = 1 — g eingesetzt.
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T S
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Bild A.90. Segment mit sechs
Teilflichen. Die Bemaflung be-
zieht sich auf die dimensionslo-
sen Abmafle

In Bild A.91 ist das erstellte Netz mit den Randbedingungen angefiihrt. Auf
dem Halbrohr ist den Knoten als wesentliche Randbedingung die Temperatur
Tr = 1 aufgeprigt. Die dimensionslose Wirmeiibergangszahl & = a h/\ ist
als natiirliche Randbedingung den dufleren Kanten der Elemente aufgeprigt,

die auf der Kante n = 2 liegen.

(® Knotentemperaturen
Stellvertretend fiir alle Knotentemperaturen sei die Temperatur des Knotens
an der Stelle x = 0,y = 2h angefiihrt:

P 0,064a°+1,21a*+15,44a%+7,25a° + 8,59 &

T, =

T 0,064a5 + 1,281 + 22,6042 + 22,240+ 8,52a° 1 5,627

(1617)

Bild A.91. Das FE-Netz des
Segmentes



188

A. Losungen zu den Ubungsbeispielen

In Bild A.92 ist der Verlauf der Temperatur 7 in Abhingigkeit von & und
dem Parameter g dargestellt.

=

0,01

(® Verhiltnis der Temperaturen
In Bild A.93 ist das Verhéltnis der Temperaturen Ty (x = 0,y = 2h)/Ta(z =
3h,y = 2h) als Funktion des dimensionslosen Wirmeiibergangskoeflizienten
a = ah/X und der Grofle g = (Tr — Ty,)/Tr als Parameter aufgetragen. Es
ergibt sich jeweils ein ungiinstigstes @, bei dem das gréfite Verhéltnis 77 /75
und damit die ungiinstigste Temperaturverteilung auftritt. Diese Verteilung

Bild A.92. Temperatur
T1 an der Stelle z = 0,
y = 2h

verschiebt sich, wenn ein anderes & oder andere Verhiiltnisse g auftreten.

2,2 1
2<

1,81
1,61

o Tg =Ty

a=ah/\

® Mittlere Wirmestromdichte
Den gesamten Warmeflufl @@, erhélt man als Summe der Wérmefliisse an
den Knoten des Rohres. Fiir den dimensionslosen Wirmeflu Q und Wirme-

Bild A.93. Verhéltnis
der Temperaturen als
Funktion des dimensi-
onslosen ‘Wairmeiiber-
gangskoeffizienten
a=ah/\
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stromdichte ¢ gilt:
Q g g h
AhTgr ATR

Im stationiren Fall wird die durch das Rohr in den Fulboden einfliefende
Wiirme gleichzeitig iiber die Oberfliche abgegeben:

Q= (1618)

Qy=GA=343ht (1619)
¢ ist die mittlere Warmestromdichte. Einsetzen von (1618) in (1619) fiihrt
Zu:

_ QG (1620)

>

Wiirmestromdichte ¢

160 Bild A.94. Dimensions-
lose mittlere Wirme-
stromdichte ¢

Aus der Rechnung mit FEM_CAS erhélt man:

g 45,1a° + 868, 1a* + 5427a% 4+ 1251042 + 84304
332,1a° + 639, 1a* + a3 + 1130242 + 11119a + 4261
1
3

>
I

13, 6a° + 258, 5a* + 185343 + 398642 + 4268a + 954, 5
(32,1a° + 639, 1 a* + 426143 + 1130242 + 11119a + 2810) - 108
(1621)

Die Beziehung (1621) beschreibt den Zusammenhang ¢ = g(a,g). In Bild
A.94 ist (1621) grafisch ausgewertet. Als Parameter tritt g = (Tr — T\)/Tr
auf. Mit kleiner werdendem ¢ nimmt die Wiarmestromdichte ¢ ab, da diese
linear von der Temperaturdifferenz Tr — T, abhéngt. Mit einem Wert & > 1
148t sich ¢ kaum noch steigern.
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A.12.10 Warmeiibertragungsbeispiel X

Analytische Lésung der Temperaturverteilung
Die Temperaturverteilung im Querschnitt des Rohres ist achsensymmetrisch
und héangt nur vom Radius r ab, wie die analytische Losung zeigt:

r
T=T+(T,—T) (1622)

In (r—a>

ri
Mit g = T,,/T; und f = r,/r; ergibt sich die bezogene Temperatur T

- T (g—1) r
T=—=1 In | — 1623
o In (f) n<7‘i> (1623)

Temperaturverteilung entlang der z-Achse

Infolge der Achsensymmetrie des Problems wird nur ein Segment des Rohres
betrachtet, wie es in Bild 12.19 auf der S. 410 dargestellt ist. Der Offnungs-
winkel 2 ¢ ist beliebig. Das Segment ist in 12 Dreieckselemente eingeteilt.
Es wird die Temperaturverteilung entlang der x-Achse betrachtet. Bedingt
durch die Kenntnis der Temperaturen auf dem inneren und dufleren Rand
gilt: Ty, = T;; T11 = T,. Die bezogenen Temperaturen an den Knoten 5 und
8 lauten:

Ty 1
Ty = ?5 =z [144 +13g + (160 + 469) f + (16 + 2lg>f2]

_ T 1

Ty = _T? =5 [117 +40g + (76 +130g) f + (7 + 309>f2} (1624)

Ta a
mit ¢ = 157 4 206 f + 37 f2 ; g:?;f:%

2

Die Verteilung der Temperatur im Dreieckselement 148t sich nach (979) auf
der S. 394 schreiben als:

T=IT +LyTs+ L5 T (1625)

Betrachtet man nun die erste Kante des Dreiecks (s. Bild 2.7 auf der S. 39),
so gilt: Ls = 0. Mit Ly + Lo + L3 = 0 erhélt man:

o |
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T=I1T+LoTy =L Ty — L1 Ty = Ly (T, — Tb) (1626)

Die Temperatur verlduft also linear auf der Kante des Dreieckselementes.
Damit stellt sich, wie in Bild A.95 dargestellt, der Temperaturverlauf ent-
lang der z-Achse als Polygonzug dar. Die Temperaturen an den Knoten, die
durch eine Raute gekennzeichnet sind, entsprechen denen der analytischen
Losung. Dazwischen verlauft sie linear, so dafl eine Abweichung von der ex-
akten Losung auftritt.

1

BIES
/
/
/
/
\
S
Il
o
5

5 3 AN \y h
S N f=Tt_3
Il N Ti
Ta 1
| -2 _31
&~ S I=7 =3
2 X
=1 >
5 \\\
————— FE-Losung i -
exakte Losung R
<~
%’ Bild A.95. Temperatur-
1 1,5 2 2,5 3 verlauf iiber die Dicke des
Rohres fiir die exakte und
/7 die FE-Losung

Waiarmefliisse
Der Warmefluss @@ durch das betrachtete Segment ist die Summe der Wéarme-
fliissse an den Knoten 1, 2 und 3:

Q _ 2sin(Z) 117+427f +235f2 + 213
M(T; —T,)  1+cos(Z) P(f —1)

Q= (1627)
n = m/p ist die Anzahl Segmente die notwendig sind, um den ganzen Rohr-
querschnitt zu beschreiben. Den gesamten Wiarmeflu durch das Rohr ge-
winnt man durch Betrachtung des folgenden Grenzwertes:

_ , 2sin (Z) 117+ 427f +235f2 + 213
Qg = lim n o
n—oo 1+ cos (X) P(f —1)

117 4 427f + 2352 + 213
_ U j(;[_l)f‘L / (1628)
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Der exakte Warmefluss 1af3t sich tiber die exakte Warmestromdichte ¢, =
—AVT berechnen. Aus (1622) ergibt sich:

— d (T(l_Ti) T o T - T,
Qer——)\ % T1+W1H (7‘_1>:| _/\Tln(f) (1629)

Der exakte Warmefluss Q. ergibt sich zu:

T, —-T, 1 T, — T,
Qez:AQezZQTiﬂ'tA ! a—:27TtA ! a
In(f) = In(f)

Qem 27

Qex = (1630)

(T, =Tt In(f)

Ein Vergleich von Q. mit der FE-Losung @, nach (1628) zeigt fiir 1 < f < 3
einen Fehler, der maximal bei 1% liegt.

—
3
— Ya1 f+— Y3 —]

Y | Ta1 1z
Bild A.96. Darstellung der Groflen aus
1 31 (1632)

Warmestromdichte in Abhdngigkeit vom Radius

Die Wiarmestromdichte 148t sich iiber die Fourier’sche Gleichung § = —AVT
berechnen. Der Temperaturgradient VT' kann nach (980) auf der S. 394 als
VT =BT geschrieben werden, so dal man erhélt:

{=-ABT (1631)

Einsetzen der Grofie nach (982) auf der S. 395 fithrt zu:

Ty
Qx A —Y32 | Y31 ‘ —Y21
=57 Ty (1632)
dy A T32 ‘ —x31 | X21
T3

In Bild (A.96) sind die Strecken x;; = ; — ; und y;; = y; —y; des Dreiecks-
elementes dargestellt. Die Warmestromdichte nach (1632) héngt nicht von x
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oder y ab. Sie ist im dreiknotigen Element konstant. Dies fithrt zu Unstetig-
keiten von Element zu Element. Betrachtet man nun die Warmestromdichte
entlang der z-Achse, so werden dazu die Elemente 3, 7 und 11 herangezogen.
Fiir diese Elemente ergeben sich folgende, bezogenen Wérmestromdichten:

5(13+46f +21f2)/[w(f —1)] firi=3
@z%z 109+ 28f +3/2)/[6(f —1)] firi=7 (1633)
2117476 f +7f2)/[v(f —1)] firi=11

In Bild A.97 ist fiir f = r,/r; = 3 die exakte Wirmestromdichte iiber den Ra-
dius sowie die der FE-Losung aufgefiihrt. Bedingt dadurch, dafl die Warme-
stromdichte im Element konstant ist, stellt sich die FE-Losung treppenférmig
dar. Eine arithmetische Mittelung der Warmestromdichten an den Knoten
fithrt zu einer stetigen Losung. Dabei wird die Warmestromdichte wie folgt
an den Knoten berechnet:

1
S .
3
g 4
=
=
s
g
21
72
19
g
-
Hay
= 1
4 exakt
————— elementbezogen
————— knotenbezogen
0 T T T
1 1,5 2 2,5 3 Bild A.97. Gegeniiberstellung der
exakten Warmestromdichte und der
/T aus der FE-Rechnung
1 7
G = 3 Z G (1634)

Am Knoten j wird die Warmestromdichte gebildet, indem man iiber die bei-
den Elemente ¢ summiert, die an den Knoten j angrenzen. Die strichpunk-
tierte Kurve in Bild A.97 gibt diesen Verlauf wieder.
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Waiarmestromdichte auf dem Innenrand des Rohres
Der Wert fiir die bezogene Wirmestromdichte g, auf der Innenseite des Roh-
res entspricht 7, aus (1633). Der Fehler an dieser Stelle lautet mit (1629):

Gz — o (13+46f + 21f%)In(f)
Qerc ¢ (f - 1)

In Bild (A.98) ist dieser Fehler sowie der fiir die Wérmestrome nach (1628) in
einem doppelt logarithmischen System angefiihrt. Der Fehler in der Wéarme-

100 = 100 — 500

(1635)

stromdichte ist um eine Zehnerpotenz grofler als der des Warmestromes.

50
07
(%] Wirmestromdichte
10
- -
= _—
=
& !
I3 -7
8 I //
I 1 ad
10 /
I ,
Wy /
| /
51 /
o |
/
1 1.5 2 3 5 10 Bild A.98. Fehler in
f= Ta Wairmestromdichte und
T Wirmestrom

A.12.11 Warmeiibertragungsbeispiel XI

Das Rohr soll eine Lénge ¢ besitzen, mit t — oco. Damit spielt der Warmeiiber-
gang an den Stirnseiten keine Rolle und die Aufgabe kann als ebenes Problem
betrachtet werden. Das Problem ist zyklisch symmetrisch, so dafl nur ein Seg-
ment mit einem Offnungswinkel von 22, 5° betrachtet werden muf. Dieses ist
in Bild 12.20 auf der S. 411 schraffiert dargestellt und in acht dreiknotige
Dreieckselemente eingeteilt (s. Bild A.99).

Den Knoten 1 und 2 wird eine Temperatur 7; und den Knoten 7, 9 und 10
eine Temperatur T, aufgeprigt. Den Elementkanten, die auf dem Halbkreis
liegen, wird eine Warmestromdichte ¢ zugeordnet.

Temperaturen an den Knoten

Die Rechnung mit ,FEM_CAS* fiihrt auf Temperaturen wie sie in der Tab.
A.19 auf der S. 196 aufgefiihrt sind.

Die Temperatur am Knoten 3 lautet damit:

Ty = 0,7100T; + 0,2900 T, + 0,1003 L &

s (1636)

o |
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s= sin(%) =0,3827
c= cos (%) =0,9239
§= sin(l’r—ﬁ) =0,1951
Iy WV ¢= cos (%) =0,9808
I| 13| ' 18] l9]
(30 (5:0) (F:0  ®O

Bild A.99. Das FE-Netz eines Segmentes des Rohres und die Koordinaten der Knoten, die
jeweils noch mit R zu multiplizieren sind. Die gestrichelten Linien beschreiben die reale

Geometrie. Sie wird im Netz durch Polygonziige angenéhert

Diese Temperatur ist proportional zu den Temperaturen an der Innenwand
T;, der Aulenwand T, und dem Radius R des Rohres.

Temperatur im Punkt P

Uber die Formfunktionen (979) auf der S. 394 liBt sich die Temperatur
T an jeder Stelle eines Elementes berechnen. Geht man von einem Punkt
(z,y) aus, so mufl dieser zunéchst in Dreieckskoordinaten des entsprechen-
den Elementes umgerechnet werden. Gegeben ist dazu der Punkt P mit
7T — 13/20 R ‘ V3/40 R ] Dieser liegt im Element 1 (s. Bild A.99). Aus

(77) auf der S. 40 erhilt man:

1 11 1 L
BR|=|iR| 2R LR L (1637)
SR 0 0 | LR || Ls

(&

und L des gegebenen Punktes PT =

Durch Inversion von C erhélt man die gesuchten Dreieckskoordinaten Ly, Lo
[or o
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Tabelle A.19. Temperaturen an den Knoten

Knoten Temperatur
1 T;
2 T;
3 0,7100T; + 0,2900 Tp, + 0,1003 { R
4 0,5408 T; + 0,4592 T, + 0,1156 £+ R
5 0,4154 T; 40,5846 T, +0,0732 £ R
6 0,28107; 4+ 0,7190 T, + 0, 1061 % R
7 T,
8 0,1745T; +0,8255 T, + 0,0951 { R
9 T.
10 T.
13 20 | 203
Ly . 3 | "3R | OR 1 . i
—— 10 20 803 13 i
Ly Rl 3| 38 | ok 20 & 6l 2 (1638)
20V3 V3
Ls 0 0 Sk TR 3

T;
T—F ! 1} 0,7100 T; 40,2900 T, + 0,1003 L%
- 61312 ) i+ 0, at0, ~
0,5408 T; + 0,4592 T, + 0, 1156 L2
=0,6737T; +0,3263T, +0,0012 L R (1639)

A

® Temperatur T = 1/2 (T; + Ta) im Knoten 3
Es soll sich am Knoten 3 die Temperatur T3 = 1/2(T; + T,) einstellen:

1
Ts = 0,7100 T, + 0,2900 T, + 0, 1003%]% = 5T+ Tu) (1640)

Daraus ergibt sich eine erforderliche Warmestromdichte ¢ zu:
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§=—2,0937(T; — Ta)% (1641)

Die erforderliche Warmestromdichte wird grofler, wenn die Temperaturdif-
ferenz zwischen innen und auflen gréfier wird. Ebenso bei grofierer Warme-
leitfahigkeit. Bei groflerem Radius R hingegen wird die Wérmestromdichte
kleiner.

Abfiihren des halben Warmestromes iiber die Kiihlbohrung

Die Hélfte des Warmestromes, der in das Rohr eintritt, soll iiber die Kiihl-
bohrungen abgefithrt werden. Die Warmemenge @y, die auf dem Rand der
Kiihlbohrung des Segmentes auftritt, lautet:

R

Die Warmemenge @, die auf der Innenseite eintritt, ergibt sich aus den
Wiérmefliissen an den Knoten 1 und 2:

1 R
Qg = Q1+ Qy = —0,4999(T, — T,) t A+ 0,1264 gt R = Sag ™t (1643)

Daraus ergibt sich die notwendige Warmestromdichte g:

G =—16,2942 (T, — T,) (1644)

= >

© A.12.12 Hydrostatisches Lager als Beispiel zur Strémungsanalogie

(® Analytische Losung des Druckverlaufes im Lager

Der exakte Verlauf der Temperatur lautet nach (1622) auf der S. 190:

Ta — Ti r
T =T+ 7 In <T—> (1645)

Mit den analogen GroBen T;=p; und T,=p, = 0 erhilt man aus (1645) die
Druckverteilung im Lager zu:

b @) ) o

pi - In(f) In(f)

ﬁ:

|
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Driicke an den Knoten

Aus der analogen Wérmeiibertragungsrechnung ergeben sich nach (1624) auf
der S. 190 mit g= p,/p; = 0 und 1 =157 + 206 f + 37f2 die Driicke an den
Knoten 5 und 8:

__ps 16 2
= w( +10f + /%)
]58:%: %(117+76f+7f2) (1647)

Der Druckverlauf stellt sich in gleicher Weise wie die Temperaturverteilung in
Bild A.95 auf der S. 191 dar. Der Unterschied liegt darin, dafl der normierte
Druck p bei r = r, den Wert Null annimmt.

Volumenstrom des Lagers

Die analoge Grofie zum Volumenstrom V des Lagers ist der WirmefluB Q.
Mit den Entsprechungen A\ =t2/(12n), T; =p; und T, =p, = 0 erhilt man
aus (1627):

Q 60V, o, (1648)

@= N (T, —Tn) pimt3

Damit kann man den gesamten, bezogenen Volumenstrom des Lagers ‘T/g ana-
log zu @, nach (1628) beschreiben als:

117+ 427 + 2352 + 21 f3

Vv, = 1649
g 20(f — 1) (1649)
Der exakte Volumenstrom lautet:
popmt 11 (1650)
“ 6n In(f) “ In(f)

Fiir |V, — Veu|/Viea - 100 ergibt sich bei f < 10 ein maximaler Fehler kleiner
6 %.

Exakte, mittlere Geschwindigkeit in radialer Richtung
In die Geschwindigkeit @ nach (1048) auf der S. 419 wird der Gradient des
Druckes nach (1646) eingesetzt und es ergibt sich:
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Di 22 t O\
| = -l i Ry 1651
“ rln(f)Qn[ <2z>] ( )
Die mittlere Geschwindigkeit 1 stellt sich dar als:
B 1 t/2 t2
U= — wdz = —————p; 1652
t/_t/g 1277 In(f) ( )

Mittlere Stromungsgeschwindigkeit in Abhdngigkeit vom Radius

Die analoge Beziehung zur Fourier’schen Gleichung ¢ = —A VT ist der Aus-
druck fiir die mittlere Stromungsgeschwindigkeit: @ = —#2/(1271)Vp. Die
mittlere Stromungsgeschwindigkeit entlang der x-Achse 1 ist elementorien-
tiert. Betrachtet man dazu die analoge Beziehung nach (1633), so ergibt sich
mit u=q,, A\=t?/(127), T;=p; und T,=p, = 0:

5(13+46f +21f2)/[(f —1)]  firi =3
-4 =S 5(18456f+6f2)/[Y(f —1)] firi=7 (1653)
(234 + 152f + 142)/ [Y(f —1)] fiir i = 11

Die mittlere dimensionslose Stromungsgeschwindigkeit 4 ist also unstetig von
Element zu Element.

Exakte Traglast
Die exakte Traglast Fp, setzt sich zusammen aus dem Anteil aus der Tasche
mit p = p; und dem Anteil der Abstromfliche mit p = p(r):

2 .
Fo,=pm <T7a> —|—/ p(r)2mrdr (1654)

Mit der Beziehung fiir den Druck p(r) = p; In(r./r) /In(f) ergibt sich:

2 ra , _
B =i () o [ () ar = 3B e

Bezieht man (1655) auf p; 772, so erhilt man die normierte Traglast F,:

12
Fex—gm (1656)
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Traglast aus der FE-Rechnung
Die vom betrachteten Segment aufnehmbare Axialkraft F' stellt sich dar als:

F:/pdA:Z/epdA (1657)
A o Ja

Die Kraft F' wird gewonnen, indem {iiber jedes Element e des Segmentes
integriert wird und die Kraft des Elementes °F’ auf die Kraft F' aufsummiert
wird. Die Druckverteilung im Element e 148t sich iiber Dreieckskoordinaten

beschreiben:
p1
= { Ly | Loy | Ls } po | = NT ¢ (1658)
b3

Damit ergibt sich fiir das Element e:

eﬁ’:/ epd/l:plx/ L1 dA+p2/ LQ dA+p3/ L3 dA (1659)
A A A A

Mit der Vorschrift (98) auf der S. 44 fiir die Integration in Dreieckskoordina-~
ten folgt aus (1659):

. 1 1
F = §(p1 +p2 +p3)An; Aa = 5(3321 Y31 — Y21 T31) (1660)

Die Kraft eines Elementes ¢F' ergibt sich also aus dem arithmetischen Mit-
telwert der Driicke an den drei Knoten des Elementes multipliziert mit der
Fliche des Dreieckselementes.

Die Summation iiber die 12 Elemente des Problems fiithrt auf:

.1 —1876 —1095f + 19012+ 987f3 +83f* , ./«
F=— Di 1, sin (—)
15 P f?

Die Traglast F' ist unabhiingig von der Viskositéit 7 und der Spalthéhe ¢. Die
Grenzwertbetrachtung li_>m (n F') fithrt mit li_}rn (nsin(7/n)) = 7 auf:

(1661)

b P 1187610957 + 190152 + 987/° + 831
_piﬂ'rg_15 P f2

Die bezogene Traglast aus der Tasche des Lagers lautet:

(1662)



A.12 Beispiele zu Feldproblemen 201

P = % (1663)

Damit ergibt sich die Gesamtlast Fy = F + F; zu:

715 Y f?
Bei einem Wert von f = 3 tritt ein Fehler von 2,4 % in der Traglast auf.

2 3 4
5o L AT9+ 1995 + 2456 + 987f7 + 83f (1664)
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A.13 Torsionsbeispiele __Al3

A.13.1 Torsion eines Rohres mit Langsbohrungen

In der linken Hilfte von Bild A.100 ist ein Torsionsstab der Linge L dar-
gestellt. Es ist ein dickwandiges Rohr, das in der Rohrwandung Léngsboh-
rungen aufweist. Der Torsionsstab wird durch zwei gegenlédufige Torsionsmo-
mente belastet. In der rechten Bildhélfte sind die Spannungsfunktionswerte
dargestellt. Sie sind normal zur Querschnittsfliche aufgetragen.

434

Bild A.100. Die Geometrie des Torsionsstabes und die Darstellung der Spannungsfunktion
(R=50, L=1000)

Bild A.101. Verteilung der Spannungsfunktionswerte und Schubspannungen in Form von

Isolinien

Die linke Hilfte in Bild A.101 zeigt die Verteilung der Spannungsfunktion in
Form von Isolinien. Die rechte Bildhélfte beschreibt die Schubspannungen |7].
Die maximale Schubspannung tritt auf den Innenrand der kleinen Bohrung
auf.
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A.13.2 Torsion eines Winkels bzw. Temperaturverlauf in einem Winkel

In diesem Beispiel wird die Torsion eines Winkels und die Temperaturvertei-
lung in dem Querschnitt eines Winkels gleichzeitig berechnet (s. Tab. 12.3 auf
der S. 413). In den Klammern sind jeweils die analogen Gréflen des Wirme-
iibertragungsproblemes angefiihrt.

6=0
(T'=0)

2aaddt R a R a2 22

Bild A.102. Die Geometrie eines Winkels und das FE-Netz des halben Querschnittes des

Winkels und die Spannungsfunktionswerte

Das Bild A.102 zeigt in der linken Hélfte einen dickwandigen, prismati-
schen Winkel, der durch zwei gegenldufige Torsionsmomente My belastet
bzw. durch einen Drillwinkel © tordiert wird. Beim analogen Wirmepro-
blem wird die Belastung iiber eine Wirmequellendichte ® (s. (1007) auf der
S. 402) beschrieben. Das Problem ist einfach symmetrisch, so dafi nur eine
Hélfte der Querschnittsfliche vernetzt wird. In der Mitte des Bildes ist das
Netz angefiihrt, das aus dreiknotigen Dreieckselementen besteht. Dort wo ho-
he Spannungsfunktionsgradienten (Temperaturgradienten) zu erwarten sind,
nimlich auf der inneren Ausrundung, ist der Querschnitt feiner vernetzt. Die
Spannungsfunktionswerte (Temperaturen) auf dem Rand des Winkels haben
den Wert Null (s. rot eingefirbte Knoten).

Das Torsionsmoment kann nicht unmittelbar aufgeprigt werden, sondern es
wird der Winkel der Verdrillung © vorgegeben. Mit ©=1/2° und einer Linge
des Stabes von L=1000 mm sowie einem Schubmodul G=210000/(2(1+0, 3))
ergibt sich die Grofle =2G © zu 1,40969. Es sind die Spannungsfunktions-
werte (Temperaturen) an den Knoten die Unbekannten. Die rechte Bildhiilfte
stellt die Spannungsfunktionswerte als Fléache dar.

In der linken Hélfte von Bild A.103 sind die Spannungsfunktionswerte als
Isolinien dargestellt. Auf dem Rand nehmen sie den Wert Null an und wei-
sen in der Mitte ihr Maximum auf. Aus diesen Spannungsfunktionswerten
(Temperaturen) werden nach (1029) auf der S. 413 die Schubspannungen 7

434 H
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berechnet. Beim Wérmeproblem erhélt man nach (938) auf der S. 377 die
Wirmestromdichten ¢, wobei in diesem Fall gilt: A,=X\,=1. |7| (|¢]) sind in
Form von Isolinien in der rechten Hilfte von Bild A.103 angefiihrt. Die ma-

ximale Schubspannung |7 (Warmestromdichte |g]) tritt in der Ausrundung
des Winkels auf.

@

Bild A.103. Isolinien der Spannungsfunktionswerte und die Schubspannungen |7| bei der

Torsion eines Winkels
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